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uvoD

1. Ispitivanje matematicke pismenosti od velikog je znacaja za istrazivanje PISA 2022 s obzirom
na to da je matematika ponovno glavno ispitno podrucje. lako se matematiCka pismenost ispitivala u
ciklusima PISA 2000, PISA 2003, PISA 2006, PISA 2009, PISA 2012, PISA 2015 i PISA 2018, samo
je u ciklusima PISA 2003 i PISA 2012 bila glavno ispitno podrudje.

2. Ponovno ispitivanje matematic¢ke pismenosti kao glavnog ispitnog podrucja u istrazivanju PISA
2022 istovremeno pruza priliku za nastavak usporedbe postignué¢a ucenika tijgkom vremena, ali i
reviziju onoga $to bi se trebalo ispitivati s obzirom na promjene koje su se dogodile u svijetu u tom
podrucju te u obrazovnim politikama i praksama.

3. Svaka zemlja ima vlastitu viziju matematiCke pismenosti i organizira obrazovanje kako bi se
matemati¢ka pismenost postigla kao ocekivani ishod. Matematicka pismenost nekad je podrazu-
mijevala izvodenje osnovnih aritmetiCkih vjestina ili operacija koje uklju€uju zbrajanje, oduzimanje,
mnoZzenje i dijeljenje cijelih brojeva, decimalnih brojeva i razlomaka; raCunanje postotaka; te izracu-
navanje povrsine i obujma jednostavnih geometrijskih oblika. U novije vrijeme koncept matematicke
pismenosti i pripremljenosti pojedinaca za sudjelovanje u drustvu kao briZni, angaZirani i promisljaju-
¢i gradani 21. stolje¢a mijenja se zbog digitalizacije mnogih aspekata Zivota, sveprisutnosti podataka
u donoSenju osobnih odluka koje se u pocetku odnose na obrazovanije i planiranje karijere, a kasnije
tijekom Zivota i na zdravlje i ulaganja, kao i zbog sve vecih drustvenih izazova u rjeSavanju proble-
ma poput klimatskih promjena, drzavnog duga, rasta stanovni$tva, Sirenja pandemijskih bolesti te
globalizirane ekonomije.

4. Svinavedeni kljuni problemi i drugi problemi s kojima se suoCavaju drustva diliem svijeta sadr-
Ze kvantitativnu komponentu. Za njihovo razumijevanje i rjeSavanje potrebna je, barem jednim dije-
lom, matemati¢ka pismenost i matemati¢ki nacin razmisljanja. Takav matematicki nacin razmisljanja
u sve kompleksnijim kontekstima ne poti¢e se reprodukcijom ranije spomenutih osnovnih radunskih
operacija, vec zaklju(:ivanjem1 (i deduktivnim i induktivnim). Shvaéanje matematicke pismenosti uce-
nika treba stavljati veéi naglasak na vaznu ulogu zaklju€ivanja. Ovaj konceptualni okvir pretpostavlja
da matematic¢ka pismenost u 21. stolje¢u, osim rjeSavanja problema, obuhvaéa i matematicko zaklju-
Civanje te odredene aspekte raCunalnog razmisljanja.

5. Zemlje se danas suo€avaju s novim prilikama i izazovima u svim podrucjima Zivota, od kojih su
mnogi posljedica ubrzanog razvoja racunala i uredaja poput robota, pametnih telefona i umrezenih
strojeva. Primjerice, za veliku vec¢inu mladih i studenata koji su upisali fakultete nakon 2015. godine
telefoni su ruéni mobilni uredaji koji omogucuju dijeljenje glasa, teksta i slika te pristup internetu —
moguénosti koje su za vecinu njihovih roditelja, a nesumnjivo i za sve njihove bake i djedove, bili
znanstvena fantastika (Beloit College, 2017). Prepoznavanje sve veceg kontekstualnog diskontinui-
teta izmedu proslog stoljeca i buducnosti potaklo je raspravu o razvoju vjestina 21. stoljeca (Anania-
dou i Claro, 2009; Fadel, Bialik i Trilling, 2015; National Research Council, 2012; Reimers i Chung,
2016).

6. Upravo zbog tog diskontinuiteta namece se potreba za reformom obrazovanja i izazovi u njezi-
noj provedbi. Nastavnici, donositelji obrazovnih politika i drugi dionici s vremena na vrijeme revidiraju
javne obrazovne standarde i politike. Tijekom takvih razmatranja dolazi se do novih ili revidiranih
odgovora na dva opéenita pitanja: 1) Sto uéenici trebaju ugiti? te 2) Koji uéenici trebaju $to ugiti?
Najces¢i argument u obrani matemati¢kog obrazovanja za sve ulenike jest njegova korisnost u
razli¢itim prakti¢nim situacijama. Medutim, taj argument sam po sebi s vremenom slabi — mnoge
se jednostavne aktivnosti automatiziraju. Da bi izraCunali iznos koji je potrebno platiti, konobari u
restoranima donedavno su mnoZili i zbrajali na papiru. Danas samo trebaju pritisnuti tipke na ru¢nim

' U ovom konceptualnom okviru matemati¢ko zaklju¢ivanje obuhvaéa i matematicko (deduktivno) zakljucivanje i
statistiCko (induktivno) zaklju€ivanje.
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uredajima. Ljudi su donedavno planirali putovanja uz pomoc tiskanog reda voznje, sto je zahtijevalo
dobro razumijevanje vremenske osi i nejednakosti te tumacenje kompleksnih dvosmjernih tablica.
Danas taj podatak mozemo jednostavno potraziti na internetu.

7. Sto se ti¢e pitanja ,$to pougavati, mnoga ograni¢ena shvaéanja rezultat su nacina na koji se
promatra matematika. Mnogi ljudi vide matematiku samo kao korisni alat. Ovakav je pristup jasno
vidljiv u Skolskim kurikulima mnogih zemalja koji se ponekad svode na popis matematic¢kih tema ili
postupaka, a podrazumijevaju uvjezbavanje u predvidljivim (a Cesto i ispitnim) situacijama. Takav je
pogled na matematiku preuzak za danasnji svijet jer zanemaruje klju¢na obiljeZja matematike koja
postaju sve vaznija. No bez obzira na to, sve veci broj zemalja stavlja naglasak na zakljuCivanje i
vaznost relevantnih konteksta u svojim kurikulima. Te bi zemlje mogle posluziti kao model drugima.

8. Konacno, odgovor na ova pitanja jest da bi svaki u€enik trebao nauciti (i imati priliku nauditi)
razmisljati na matematicki nacin oslajajuci se na matematic¢ko zakljucivanje (i deduktivno i induktiv-
no) zajedno s manjom skupinom temeljnih matematickih koncepata na kojima se ono temelji, a koji
se sami po sebi nuzno eksplicitno ne poucavaju, ve¢ se manifestiraju i uévrS¢uju kroz u€enje. Na
taj se nacin ucenici opremaju konceptualnim okvirom uz pomo¢ kojega ¢e se nositi s kvantitativnim
dimenzijama Zivota u 21. stoljecu.

9. Svrha konceptualnog okvira istrazivanja PISA 2022 jest uciniti relevantnost matematike jasni-
jom i eksplicitnijom za petnaestogodiSnje ucenike te osigurati da razvijeni zadaci budu smjesteni u
smislene i autenti¢ne kontekste. Ciklus matemati¢kog modeliranja, koristen u prethodnim konceptu-
alnim okvirima (npr. OECD (2004; 2013) za opisivanje faza kroz koje pojedinci prolaze u rjeSavanju
kontekstualiziranih problema, i dalje je klju€no obiljeZje konceptualnog okvira u istrazivanju PISA
2022. Njegova je svrha bolje definirati matematicke procese koje ucenici primjenjuju u rieSavanju
problema — procese koji ¢e zajedno s matematickim zaklju€ivanjem (i deduktivnim i induktivnim) biti
glavne dimenzije prilikom izvjeSéivanja rezultata.

10. Glavna metoda ispitivanja matematicke pismenosti u istraZivanju PISA 2022 bit ¢e rjeSavanje
testa iz matematike na racunalu. Medutim, za zemlje koje ne odluce testirati u¢enike na racunalu bit
¢e osigurani tiskani instrumenti. Konceptualni okvir revidiran je kako bi se odrazile promjene u nacinu
testiranja uvedene 2015. godine, uklju€ujudi i raspravu o ¢imbenicima o kojima valja voditi raduna
u razvoju digitalnih zadataka s obzirom na to da je rije€¢ o prvom veéem revidiranju matematic¢kog
konceptualnog okvira od uvodenja raunalnog testiranja u PISA-u.

11. Prilikom razvoja konceptualnog okvira za istrazivanje PISA 2022 vodilo se racuna o tome da
OECD ocekuje da ¢e u PISA-i do¢i do povecéanja broja zemalja sudionica s niskim i srednjim do-
hotkom. Konkretno, konceptualni okvir istrazivanja PISA 2022 prepoznaje: potrebu za povecanjem
razlu€ivosti na donjem kraju distribucije uenickih postignuéa oslanjajuci se u razvoju istraZivanja
na konceptualni okvir istrazivanja ,PISA for Development® (OECD, 2017); potrebu za proSirivanjem
razina postignu¢a na donjem kraju skale postignuca; vaznost obuhvata Sireg raspona socijalnih i
ekonomskih kontekstualnih ¢imbenika; te o€ekivanje da ¢e doci do ukljucivanja u istraZivanje mladih
u dobi od 14 do 16 godina izvan Skolskog sustava.

12. Konceptualni okvir istraZivanja PISA 2022 vodi raduna o sve vecoj i promjenjivoj ulozi radunala
i racunalnih alata u svakodnevnom zivotu i u kontekstima rijeSavanja matematickih problema jer pre-
poznaje da bi u€enici trebali posjedovati i biti sposobni primijeniti vjeStine raCunalnog razmisljanja
u primjeni matematike prilikom rjeSavanja problema. Vjestine raCunalnog razmisljanja obuhvacaju
prepoznavanje uzoraka, stvaranje i koriStenje apstrakcije, dekompoziciju uzoraka, utvrdivanje koji
bi se (ako postoje) racunalni alati mogli koristiti u analiziranju ili rjeSavanju problema, te definiranje
algoritama kao dijela sloZenijeg rieSenja. Nagladavajuéi vaznost racunalnog razmisljanja u primjeni
matematike, konceptualni okvir pretpostavlja da ¢e i zemlje sudionice promisljati o ulozi racunalnog
razmi$ljanja u matemati¢kim kurikulima i pedagoskim pristupima.
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13. Konceptualni okvir matemati¢ke pismenosti u istrazivanju PISA 2022 organiziran je u tri glavna
odjeljka. Prvi odjeljak ‘Definiranje matemati¢ke pismenosti’ pojasnjava teorijske osnove PISA-ina is-
pitivanja matematic¢ke pismenosti, ukljuCujuéi formalnu definiciju konstrukta matematicke pismenosti.
Drugi odjeljak, ‘Organizacija podrucja’ opisuje Cetiri aspekta: a) matemati¢ko zakljucivanjei tri mate-
maticka procesa (ciklusa modeliranja/rjeSavanja problema); b) nacin na koji je matemati¢ko sadrzajno
znanje organizirano u konceptualnom okviru istraZivanja PISA 2022, te sadrzajno znanje relevantno
za petnaestogodis$nje ucenike; c) odnos izmedu matematicke pismenosti i takozvanih vjestina 21. stolje-
Ca; te d) kontekste u kojima ¢e se u€enici susretati s matematickim izazovima. Treci odjeljak ‘Ispitiva-
nje matemati¢ke pismenosti’ donosi strukturna pitanja vezana uz ispitivanje, uklju€ujuéi dizajn testa
i druge tehnicke informacije.

14. Da bi se osiguralo pracenje trendova, vecina zadataka u istrazivanju PISA 2022 bit ¢e zadaci
koji su bili koriSteni u prethodnim ciklusima istraZivanja. Ve¢a skupina objavljenih zadataka temelje-
nih na prijasnjem konceptualnom okviru dostupna je na adresi: http://www.oecd.org/pisa/test. U Pri-
logu A nalazi se sedam primjera zadataka uz pomoc¢ kojih se nastoje opisati novi najvazniji elementi
konceptualnog okvira istraZivanja PISA 2022.

15. Koceptualni okvir istrazivanja PISA 2022 razvijen je pod vodstvom stru¢ne radne skupine za
matematiku (MEG), tijela koje je imenovao PISA-in kontraktor za razvoj matemati¢koga konceptual-
nog okvira (RTI International), u suradnji s PISA-inim Upravljackim odborom (PGB). Stru¢na radna
skupina za matematiku sastojala se od osam ¢lanova medu kojima su bili matematicari, statisti¢ari,
nastavnici matematike i stru€njaci za vrednovanje, tehnologiju i obrazovna istrazivanja iz razliitih
zemalja. Stru¢na radna skupina za matematiku imala je dodatnu podrsku proSirene skupine za ma-
tematiku (eMEG), sastavljene od deset stru¢njaka koji su imali ulogu recenzenata konceptualnog
okvira koji je razvila stru¢na radna skupina za matematiku (MEG). ProsSirena skupina za matemati-
ku (eMEG) bila je sastavljena od stru¢njaka za razliita matemati¢ka podrucja iz razli¢itih zemalja.
Dodatne recenzije proveli su i struénjaci iz viSe od 80 zemalja koji predstavljaju svoju zemlju u PI-
SA-inom Upravljackom odboru. RT/ International, angaziran od strane Organizacije za ekonomsku
suradnju i razvoj (OECD), proveo je jo$ dvije dodatne analize: analizu uporabne valjanosti medu
nastavnicima, sveuciliStma i zaposlenicima, te kognitivni laboratorij s petnaestogodiSnjacima iz razli-
Citih zemalja kako bi se od u€enika prikupile povratne informacije o primjerima zadataka prikazanih
u konceptualnom okviru. Rad stru€ne skupine za matematiku u ciklusu PISA 2022 bazirao se na
prethodnim inaCicama PISA-ina matematickog konceptualnog okvira, kao i na preporukama Mate-
maticke stratesSke savjetodavne skupine koju je OECD osnovao 2017. godine.
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DEFINIRANJE MATEMATICKE PISMENOSTI

16. Razumijevanje matematike kljuéni je element pripremljenosti mladih za aktivno sudjelovanje i
doprino$enje modernom drustvu. Sve vedi broj problema i situacija s kojima se susre¢éemo u svakod-
nevnom Zivotu i profesionalnom kontekstu zahtijevaju odredenu razinu razumijevanja matematike.
Matematika ¢e za mlade predstavljati veoma vazan alat kako se budu suoc&avali s nizom razli€itih
problema i izazova u razli€itim aspektima svog Zivota.

17. Zbog navedenih razloga vazno je dobiti dobar uvid u to koliko su adekvatno mladi na zavrsetku
obveznog obrazovanja pripremljeni za primjenu matematike kako bi promisljali o svom Zivotu, plani-
rali buduénost te razmatrali i rjeSavali klju€ne probleme vezane uz vazna pitanja u njihovim Zivotima.
Istrazivanje o u¢enicima u dobi od 15 godina pruza zemljama ranu indikaciju nac¢ina na koji ¢e uce-
nici u kasnijem Zivotu biti sposobni reagirati u razli¢itim situacijama koje ukljuéuju matematiku i za
Cije je razumijevanje potrebna sposobnost matemati¢kog zaklju€ivanja (i deduktivnog i induktivhog)
i rjeSavanja problema.

18. Ispitivanje matematickih znanja i vjestina petnaestogodisnjih u€enika trebalo bi se temeljiti na
sliede¢em pitanju: ,Sto bi gradani trebali znati i biti sposobni &initi u situacijama koje ukljuéuju mate-
matiku?“ lli konkretnije, $to matematicke kompetencije znace za petnaestogodi$njake koji zavrSava-
ju Skolovanje ili se mozda pripremaju za nastavak Skolovanja za odredeno zanimanije ili za upis na
fakultet? Konstrukt matematicke pismenosti, koji se u ovom okviru odnosi na sposobnosti pojedinaca
da razmisljaju na matematic¢ki nacin i rieSavaju probleme u razli¢itim kontekstima 21. stoljeca, ne bi
se smio dozivljavati kao sinonim za minimalna, jednostavna znanja i vjestine, ve¢ kao sposobnost
matematiCkog zakljuéivanja i koriStenja matematickih koncepata, procedura, ¢injenica i alata kako
bi se opisivale, objasnjavale i predvidale pojave. Ovakvo shvaéanje matemati¢ke pismenosti prepo-
znaje da je vazno da ucenici razviju dobro razumijevanje razli¢itih matematickih koncepata i procesa
te spoznaju korisnost istraZivanja u stvarnom Zivotu uz potporu matematike. Konstrukt matematicke
pismenosti, na nacin na koji je definiran u PISA-i, stavlja velik naglasak na potrebu da u€enici razviju
sposobnost primjene matematike u kontekstu, kao i na vaznost stjecanja bogatih iskustava u nastavi
matematike da bi se to postiglo. To jednako vrijedi i za petnaestogodidnje u€enike koji se blize kraju
formalnog u€enja matematike, i za u€enike koji ¢e nastaviti s formalnim u€enjem matematike i za
petnaestogodiSnjake izvan Skolskog sustava.

19. Matemati¢ka pismenost prelazi dobne granice. Primjerice, OECD-ov Program za medunarod-
no ispitivanje kompetencija odraslih (PIAAC) definira matemati¢ku pismenost kao sposobnost pri-
stupanja, koriStenja, tumacenja i komuniciranja matematickih informacija i ideja radi angaZiranja i
upravijanja matematic¢kim zahtjevima u razli¢itim situacijama koje se javljaju u Zivotu odrasle osobe.
Paralele izmedu ove definicije za odrasle i definicije matemati¢ke pismenosti za petnaestogodisnja-
ke koristene u istraZivanju PISA 2022 evidentne su i neiznenadujuce.

20. S obzirom na to da se u ispitivanju matematicke pismenosti petnaestogodiSnjaka mora voditi
raCuna o relevantnim karakteristikama uc€enika, potrebno je utvrditi sadrzaje, terminologiju i kontek-
ste primjerene tom uzrastu. Ovaj okvir razlikuje Siroke sadrzajne kategorije vazne za matematicku
pismenost pojedinaca opcenito, ali i specifitne sadrzajne teme primjerene za petnaestogodidnje
uCenike. MatematiCka pismenost nije odlika koju neki pojedinac ima ili nema, ve¢ odlika na konti-
nuumu — neki uspijevaju razviti veCe razine matematicke pismenosti od drugih, iako potencijal za
napredak uvijek postoji.
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21. U istrazivanju PISA 2022 koristi se sljedeca definicija matematicke pismenosti:

Matematicka pismenost je sposobnost pojedinca da matematicki zakljucuje te formulira, pri-
mjenjuje i tumaci matematiku prilikom rijeS§avanja problema u razlicitim stvarnim Zivotnim kon-
tekstima. Ona obuhvaca koncepte, procedure, Cinjenice i alate potrebne za opisivanje, objas-
njavanje i predvidanje pojava. PomaZe pojedincu da prepozna ulogu koju matematika ima u
svijetu i da donosi dobro utemeljene odluke i prosudbe koje su mu potrebne kao konstruktiv-
nom, angaZiranom i promi$ljaju¢em gradaninu 21. stoljeca.

22. U usporedbi s konceptualnim okvirima koridtenim u istrazivanjima PISA 2003 i PISA 2012, kon-
ceptualni okvir u istrazivanju PISA 2022 prepoznaje i zadrzava njihove osnovne ideje matematicke
pismenosti, no vodi rauna i o tome da su se u Zivotu u€enika dogodile brojne promjene, Sto ukazuje na
potrebu za promjenom i u nacinu ispitivanja matemati¢ke pismenosti u usporedbi s pristupom koristenim u
prethodnim okvirima. Tendencija je odmaknuti se od izvodenja najosnovnijih racunskih operacija pre-
ma svijetu koji se mijenja velikom brzinom uslijed pojave novih tehnologija i trendova prema kojima
su gradani kreativni i angazirani te donose odluke za sebe i drustvo u kojem Zive.

23. S obzirom na to da tehnologija ima sve vazniju ulogu u Zivotima ucenika, dugoro¢ni smjer
matemati¢ke pismenosti trebao bi obuhvatiti i sinergisticki i recipro€ni odnos izmedu matematic¢kog
misljenja i ra€unalnog misljenja, definiran kao ,nacin na koji razmislja racunalni znanstvenik® (Wing,
20062) te promatran kao misaoni proces koji podrazumijeva formuliranje problema i osmisljavanje
njegovih riesenja u obliku koji moze izvrsiti racunalo, ¢ovjek ili kombinacija racunala i Covjeka (Wing,
2011 ; Cuny, Snyder and Wing, 2010). Uloga koju rac¢unalno misljenje ima u matematici ukljucuje
nacin na koji su specificne matemati¢ke teme u medusobnoj interakciji sa specificnim racunalnim
temama te nacin na koji matematicko zakljuéivanje nadopunjava ra¢unalno misljenje (Gadanidis,
2015; Rambally, 2017). Na primjer, Pratt i Noss (2002) raspravljaju o koristenju racunalnog mikro-
svijeta za razvoj matemati¢kog znanja u slu€aju slu€ajnosti i vjerojatnosti; Gadanidis i sur. (2018)
predlazu pristup za ukljuCivanje mlade djece na temelju ideja teorija grupa koriste¢i kombinaciju
praktiCnih i raCunalnih alata za ra¢unalno razmisljanje. Dakle, dok matemati¢ko obrazovanje evolvira
u pogledu raspolozivih alata i mogucih nacina za pruzanje podrske ucenicima u istraZivanju ideja u
ovoj disciplini (Pei, Weintrop i Wilensky, 2018), promisljeno koristenje alata za radunalno razmisljanje
i skupa vjestina moze produbiti uéenje matematickih sadrzaja stvarajuéi ucinkovite uvjete za u€enje
(Weintrop i sur., 2016). Stovide, alati za radunalno razmidljanje uéenicima nude kotekst u kojem
mogu konkretizirati apstraktne konstrukte (istrazujuéi i koriste¢i matematicke koncepte na dinamican
nacin) (Wing, 20084) te izraziti ideje na nove nacine i istraZivati koncepte uz pomo¢ medija i novih
reprezentacijskih alata (Grover, 2018; Niemela i sur., 2017; Pei, Weintrop i Wilensky, 2018; Resnick
i sur., 2009).

J. Wing, Computational Thinking, Communications of the ACM, svezak 49, br. 3, ozujak 2006., str. 33—35.

J. Wing, Computational Thinking — What and Why?, The Magazine of Carnegie Mellon University’s School
of  Computer Science, ozujak 2011. The LINK, Research Notebook. https://www.cs.cmu.edu/link/research-
notebook-computational-thinking-what-and-why.

J. Wing, Computational thinking and thinking about computing, Philosophical Transactions of The Royal Society
A, 366:3717-3725, 2008.
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Ideja matematicki pismenog pojedinca u istrazivanju PISA 2022

24. U definiciji matematicke pismenosti fokus je na aktivnom koriStenju matematike radi rieSava-
nja problema iz stvarnoga zivota u razliCitim kontekstima, a njome se zeli obuhvatiti matemati¢ko
zaklju€ivanje (i deduktivno i induktivno) i rieSavanje problema uz pomo¢ matematickih koncepata,
procedura, Cinjenica i alata kako bi se opisivale, objaSnjavale i predvidale pojave.

25. Vazno je istaknuti da definicija matematic¢ke pismenosti nije samo usmjerena na koristenje ma-
tematike u rjeSavanju problema iz stvarnog zivota, ve¢ ona prepoznaje i matematicko zaklju€ivanje
kao sredisnji aspekt matematicke pismenosti. Konceptualni okvir istrazivanja PISA 2022 doprinosi
isticanju sredisnje uloge matematic¢kog zakljucivanja i u ciklusu rijeSavanja problema i u matematickoj
pismenosti opéenito.

26. Prikaz 1 opisuje odnos izmedu matemati¢kog zakljucivanja (i deduktivnog i induktivnog) i rje-
Savanja problema, kao $to je prikazano u ciklusu matemati¢kog modeliranja u okvirima istraZivanja
PISA 2003 i PISA 2012.

Prikaz 1. Matemati¢ka pismenost: odnos izmedu matemati¢kog zaklju€ivanja i ciklusa
rjeSavanja problema (modeliranja)
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27. Da bi bili matematicki pismeni, u€enici moraju prvo biti sposobni koristiti svoje matemati¢ko sa-
drzajno znanje da bi prepoznali matemati¢ku prirodu situacije (problema), osobito situacija s kojima
se susrecu u stvarnom zivotu, a zatim je formulirali na matematic¢ki nacin. Ta transformacija — od
neodredene, neorganizirane stvarne Zivotne situacije do dobro definiranog matematickog proble-
ma — zahtijeva matematiCko zaklju€ivanje. Nakon uspjeSne transformacije, dobiveni matematicki
problem treba rijesiti koriStenjem matematickih koncepata, algoritama i procedura naucéenih u Skoli.
No to moZe zahtijevati i donoSenje strateskih odluka o odabiru alata i redoslijeda njihove primjene,
Sto je takoder manifestacija matemati¢kog zaklju€ivanja. Konaéno, PISA-ina nas definicija podsje¢a
da ucenici trebaju vrednovati matematicko rjeSenje tumaceci rezultate u izvornoj situaciji iz stvarnog
Zivota. Uz to, u€enici bi trebali prilikom rjeSavanja problema posjedovati i primijeniti vjestine racu-
nalnog razmisljanja. Vjestine racunalnog razmisljanja koje se koriste prilikom formuliranja, primjene,
vrednovanja i zaklju€ivanja uklju€uju prepoznavanje uzoraka, dekompoziciju, utvrdivanje alata (ako
postoje) koji bi se mogli koristiti u analiziranju i rjeSavanju problema te definiranje algoritama u sklopu
detaljnog rjesenja.

28. lako se matematicko zaklju€ivanje i rjeSavanje problema iz stvarnoga Zivota preklapaju, mate-
matic¢ko zaklju€ivanje u odredenom aspketu nadilazi rieSavanje prakti¢nih problema. Matematicko
zaklju€ivanje takoder je i nacin vrednovanja i stvaranja argumenata, vrednovanja interpretacija i
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zaklju¢aka o tvrdnjama (npr. u javnim politickim debatama itd.) i rjeSenjima problema koji se, zbog
svoje kvantitativne prirode, najbolje razumiju matematicki.

29. Matematicka pismenost stoga obuhvac¢a dva medusobno povezana aspekta: matematicko za-
kljucivanje i rjeSavanje problema. Matematicka pismenostima vaznu ulogu u sposobnosti koridtenja
matematike u rjeSavanju problema iz stvarnoga zivota. Uz to, matematicko zakljucivanje (i deduktiv-
no i induktivno) takoder nadilazi rjie§avanje problema iz stvarnog Zivota s obzirom na to da obuhvaca
donoSenje informiranih prosudbi o vaZznoj skupini drutvenih pitanja koja se mogu rijeSiti na matema-
ticki nacin. Ono takoder obuhvaca i donosenje prosudbi o valjanosti informacija kojima su pojedinci
zasuti na temelju razmatranja njihovih kvantitativnih i logi¢kih implikacija. Upravo na taj nain ma-
tematiCka pismenost doprinosi razvoju vjestina 21. stolje¢a (o kojima se raspravlja u ovom okviru).

30. Vanjski krug Prikaza 2 pokazuje da se matemati¢ka pismenost odvija u kontekstu izazova ili
problema koji se javlja u stvarnom Zzivotu.

Prikaz 2. PISA 2022: odnos izmedu matematickog zaklju€ivanja, ciklusa rjeSavanja problema
(modeliranja), matematickih sadrzaja, konteksta i odabranih vjestina 21. stolje¢a

Vjestine 21. stolje¢a
+  kriticko razmisljanje

kreativnost
istrazivanje i
propitivanje
samousmijerenost,
inicijativnost i
ustrajnost
koristenje informacija
sustavno razmisljanje

komunikacija

refleksija

Konteksti
osobni
profesionalni
drustveni
znanstveni

Primjena

31. Prikaz 2 takoder prikazuje odnos izmedu matemati¢ke pismenosti na nacin na koji je opisana u
Prikazu 1 te matematickih sadrzajnih podruéja u kojima se primjenjuje matemati¢ka pismenost, kon-
teksta problema te odabranih vjestina 21. stolje¢a koje podupiru matemati¢ku pismenost i uz pomoé
kojih se matemati¢ka pismenost razvija.

32. Kategorije matemati¢kog sadrzaja obuhvaéaju: koli¢inu, neizvjesnost i podatke, promjenu i od-
nose te prostor i oblike. Rije€ je o kategorijama matemati¢kog sadrZaja na koje se ucenici trebaju
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oslanjati u zakljucivanju, formuliranju problema (transformiranjem situacije iz stvarnoga zivota u ma-
temati¢ku problemsku situaciju), rieSavanju novoformuliranog matemati¢kog problema te tumacenju
i vrednovanju dobivenog riesenja.

33. Kao i u prethodnim konceptualnim okvirima, Cetiri kontekstualna podrucja koja se nastavljaju
koristiti u PISA-i kako bi se definirale sutuacije iz stvarnog zivota obuhvaéaju osobni, profesionalni,
drustveni i znanstveni kontekst. Kontekst moze biti osobne prirode i sadrzavati probleme ili izazove s
kojima se moZze susretati pojedinac ili njegova obitel; ili skupina vr8njaka. Problem moze biti smjeSten
i u drustveni kontekst (usredotocen na Siru zajednicu — lokalnu, nacionalnu ili globalnu), profesionalni
kontekst (usmjeren na svijet rada) ili znanstveni kontekst (povezan s primjenom matematike u prirod-
nom i tehnoloskom svijetu).

34. Konceptualni okvir istrazivanja PISA 2022 po prvi put uklju€uje (i opisuje u Prikazu 2) odabra-
ne vjestine 21. stolje¢a na koje se oslanja i koje razvija matematicka pismenost. O vjeStinama 21.
stolje¢a detaljnije se raspravlja u sljede¢em odjeljku ovog Okvira, no ovdje bi trebalo istaknuti da,
iako konteksti (osobni, drustveni, profesionalni i znanstveni) utjeCu na razvoj zadataka, zadaci ne
bi trebali biti temeljeni ili usmjereni na vjestine 21. stolje¢a. Umjesto toga, oCekuje se da ¢e u duhu
konceptualnog okvira i u skladu s definicijom matemati¢ke pismenosti odabrane vjestine 21. stolje¢a
biti ugradene u zadatke.

35. Formulacija definicije i njezina reprezentacija u Prikazima 1 i 2 zadrZavaju i integriraju kon-
cept matematickog modeliranja koji je od ranije temelj PISA-ina matematickog konceptualnog okvira
(OECD, 2004; OECD, 2013). Ciklus modeliranja (formuliranje, primjena, tumacenje i vrednovanije)
sredisnji je aspekt PISA-ina koncepta matematicki pismenih uéenika. Medutim, ¢esto nije nuzno
proci kroz sve faze ciklusa modeliranja, osobito u kontekstu istrazivanja (Galbraith, Henn and Niss,
2007). Cesto se dogada da veéi dio ciklusa matemati¢kog modeliranja pokreéu drugi, a krajnji kori-
snik ne izvrSava sve, ve¢ samo neke od koraka ciklusa modeliranja. Primjerice, u nekim slucajevi-
ma dostupne su matematicke reprezentacije poput grafikona ili jednadzbi kojima se moze izravno
manipulirati kako bi se odgovorilo na neko pitanje ili izveo neki zaklju¢ak. U drugim slu€ajevima
ucenici mogu koristiti racunalne simulacije kako bi istraZili u¢inak promjena u varijablama u sustavu
ili okoliSu. Zbog tog razloga, mnogi zadaci u PISA-i obuhvacaju samo dijelove ciklusa modeliranja. U
stvarnosti, osoba koja rjeSava neki problem mozZe ponekad oscilirati izmedu razli¢itih procesa te se
vrac¢ati unatrag kako bi preispitala ranije odluke i pretpostavke. Svaki od procesa moze predstavljati
velik izazov, a ponekad je mozda potrebno i viSe puta ponoviti cijeli ciklus.

36. Konkretno, glagoli ‘formulirati’, ‘primjenjivati’ i ‘tumacditi’ ukazuju na tri procesa kroz koja prolaze
ucenici prilikom aktivnog rjeSavanja problema. Matemati¢ko formuliranje situacija obuhvaca primje-
nu matemati¢kog zaklju€ivanja (i deduktivnog i induktivhog) za prepoznavanje prilika za primjenu
i koriStenje matematike — uvidanje da se moze primijeniti matematika kako bi se razumio ili rijesio
odredeni predstavljeni problem ili izazov. To ukljuuje sposobnost prihvaéanja situacije onakvom
kakva jest i njezina transformiranja u oblik koji je prikladan za matematic¢ku obradu, odredivanje ma-
tematicke strukture i prikaza, utvrdivanje varijabli i stvaranje pojednostavljenih pretpostavki kako bi
se lakSe rijeSio neki problem ili odgovorilo na izazov. Primjena matematike odnosi se na matematicko
zaklju€ivanje uz koristenje matematickih koncepata, procedura, €injenica i alata da bi se doslo do
matematickog rjeSenja. To uklju€uje racunanje, manipuliranje algebarskim izrazima i jednadzbama
ili drugim matemati¢kim modelima, analiziranje informacija iz matematickih prikaza i grafikona na
matematicki nacin, stvaranje matematickih opisa i objadnjenja te koristenje matematickih alata kako
bi se rijesili problemi. Tumacenje matematike obuhvaéa promisljanje o matematickim rjeSenjima ili
rezultatima te njihovo tumacenje u kontekstu problema ili izazova. To uklju€uje primjenu matema-
tickog zakljucivanja kako bi se vrednovala matemati¢ka rieSenja u odnosu na kontekst problema te
utvrdivanje jesu li rezultati logi¢ni i imaju li smisla u danoj situaciji, kao i utvrdivanje $to je potrebno
istaknuti prilikom objasnjavanja rjeSenja.
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37. Konceptualni okvir istrazivanja PISA 2022 po prvi put prepoznaje presijecanje matemati¢kog i
racunalnog razmisljanja iz ega proizlazi skupina sli¢nih perspektiva, misaonih procesa i mentalnih
modela koji su u€enicima potrebni za uspjeh u svijetu u kojem tehnologija ima sve veéu ulogu. Sku-
pina temeljnih postupaka koji pripadaju raGunalnom razmisljanju (odnosno apstrakcija, algoritamsko
razmi$ljanje, automatizacija, dekompozicija i generalizacija) takoder se nalaze i u srediStu matema-
tickog zakljuc€ivanja i procesa rieSavanja problema. Priroda raunalnog razmi$ljanja unutar mate-
matike konceptualizirana je kao definiranje i elaboriranje matemati¢kog znanja koje se moze izraziti
programiranjem, omogucujucéi u€enicima dinami¢ko modeliranje matemati¢kih koncepata i odnosa.
Taksonomija uvjezbavanja racunalnog razmisljanja prilagodenog posebno za u€enje matematike i
prirodoslovlja podrazumijeva vjezbe s podacima, vjezbe modeliranja i simuliranja, vjezbe raéunalnog
rieSavanja problema te vjezbe sustavnog razmisljanja (Weintrop i sur., 2016). Kombinacija mate-
mati¢kog i raCunalnog razmi$ljanja nije samo neophodna da bi se ulinkovito podrzalo u€enikovo
konceptualno razumijevanje matemati¢kog podrucja, ve¢ i da bi se razvijali njegovi koncepti i viestine
racunalnog razmisljanja, omogucujuéi mu tako stvarniji uvid u nacine koridtenja matematike u profe-
sionalnom i stvarnom zZivotu, $to ga zatim bolje priprema za nastavak karijere u srodnim podrucjima
(Basu i sur., 2016; Benton i sur., 2017; Pei, Weintrop i Wilensky, 2018; Beheshti i sur., 2017).

Izravna povezanost s razli¢itim kontekstima problema u istrazivanju PISA 2022

38. Upucivanjem na ,razliCite stvarne Zivotne kontekste®, definicija matematicke pismenosti pre-
poznaje da je gradanin 21. stolje¢a korisnik kvantitavnih, a ponekad i statisti¢kih argumenata. Time
se zeli stvoriti veza sa specificnim kontekstima koji su detaljnije opisani i ilustrirani u nastavku ovog
konceptualnog okvira. lako specifiéni konteksti nisu toliko vazni sami po sebi, odabrane Cetiri kate-
gorije koje se ovdje koriste (osobni, profesionalni, drustveni i znanstveni) odrazavaju Sirok raspon
situacija u kojima se pojedinci mogu susresti s prilikama za koriStenje matematike. Definicija takoder
prepoznaje da matemati¢ka pismenost pomaze pojedincima da prepoznaju ulogu koju matematika
ima u svijetu i da donose dobro utemeljene prosudbe i odluke koju su im potrebne kao konstruktiv-
nim, zainteresiranim i promi$ljaju¢im gradanima kad se susretnu s porukama i argumentima poput:
~otudija je pokazala da u prosjeku...“, ,Istrazivanje ukazuje na veliki pad..., , ,Neki znanstvenici tvrde
da ce rast stanovni$tva nadmasiti poizvodnju hrane za x godina ...“ itd.

Vazna uloga matematickih alata i tehnologije u istrazivanju PISA 2022

39. Definicija matemati¢ke pismenosti izri€ito navodi koriStenje matematickih alata koji ukljucuju
razliCitu fiziCku i digitalnu opremu, softvere te uredaje za raCunanje. U 21. stolje¢u raunalni mate-
matiCki alati svakodnevno se koriste na radnom mjestu, no njihova ¢e uporaba na radnome mjestu i
drustvu opcenito biti i CeSéa kako stolje¢e bude odmicalo. Priroda svakodnevnih problema i proble-
ma koji se susrecu na radnome mjestu te zahtjeva da pojedinci budu sposobni matematicki zaklju-
Givati (i deduktivno i induktivno) u situacijama u kojima su dostupni racunalni alati s ovim se novim
moguénostima proSirila — zbog &ega rastu i o€ekivanja u pogledu matematicke pismenosti.

40. RjeSavanje testa na racunalu glavni je nacin ispitivanja u PISA-i joS od 2015. godine, iako su
zemlje koje nisu htjele testirati svoje u€enike na ra¢unalima mogle koristiti i ekvivalentne tiskane
instrumente. Medutim, u ispitivanju matematiCke pismenosti 2015. i 2018. godine nisu se koristile
moguénosti koje pruza racunalo.

41. Od 2022. godine matemati¢ka pismenost ispitivat ¢e se putem racunala. lako ¢e zemlje koje
Zele nastaviti provoditi ispitivanje uz pomo¢ tiskanih testova i dalje imati tu mogucénost, ispitivanje
matematicke pismenosti putem racunala koristit ¢e moguénosti koje pruzaju radunala. U nastavku
ovog konceptualnog okvira detaljnije se raspravlja o moguénostima koje pruza prijelaz na racunala.
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ORGANIZACIJA PODRUCJA

42. PISA-in konceptualni okvir matemati¢ke pismenosti definira domenu matematike u PISA istra-
Zivanju te opisuje pristup koristen u ispitivanju matematic¢ke pismenosti petnaestogodisnjih u€enika.
PISA ispituje koliko su petnaestogodisnji u€enici sposobni matematicki zakljucivati i uspjeSno koristiti
matematiku prilikom suo€avanja sa situacijama i problemima — od kojih je vec¢ina smjeStena u kon-
tekste iz stvarnog Zivota.

43. Za potrebe istrazivanja, definicija matematicke pismenosti koriStena u istrazivanju moze se ana-
lizirati s obzirom na tri medusobno povezana aspekta (vidi Prikaz 2):

+ matematicko zaklju€ivanje (i deduktivno i induktivno) i rjeSavanje problema (koje obuhvaca
matematicke procese koji opisuju Sto pojedinci rade da bi povezali kontekst problema s mate-
matikom i tako rijesili problem)

» matematicki sadrzaj koji bi se trebao koristiti u zadacima

» kontekste u koje su zadaci smjesteni zajedno s odabranim?® vjestinama 21. stolje¢a koje podu-
piru matemati¢ku pismenost i koje se razvijaju kroz matemati¢ku pismenost.

44. Kako bi se produbilo razumijevanje i pruzile smjernice za razvoj zadataka, ovi su aspekti detalj-
nije opisani u sljedec¢im odjeljcima. Stavljajuéi naglasak na ove aspekte, matematicki konceptualni
okvir u istrazivanju PISA 2022 pomaze da se osigura da zadaci razvijeni u istrazivanju obuhvacaju
Sirok raspon matematickog zakljucivanja i rijeSavanja problema, sadrZaja, konteksta i vjestina 21.
stoljeéa kako bi, gledajuci u cjelini, skup zadataka u testu ucinkovito operacionalizirao ono §to ovaj
konceptualni okvir definira kao matemati¢ku pismenost. Organizacija ovog poglavlja temeljena je
na sljede¢im pitanjima zasnovanima na definiciji matematicke pismenosti u istrazivanju PISA 2022:

« Sto pojedinci rade kad matematicki zaklju€uju i rje$avaju kontekstualne matematicke proble-
me?

+ Koja bi matematiCka sadrzajna znanja trebali imati pojedinci, a posebno petnaestogodisniji
ucenici?

* U kojem je kontekstu moguée promatrati i ispitivati matemati¢ku pismenost te na koji je nacin
to povezano s odabranim vjestinama 21. stolje¢a?

Matemati¢ko zaklju€ivanje i procesi rjeSavanja problema

Matematic¢ko zaklju€ivanje

45. Matematicko zaklju€ivanje (i deduktivno i induktivno) obuhvaca procjenjivanje situacija, odabir
strategija, izvodenje logickih zaklju€aka, razvoj i opisivanje rijeSenja te prepoznavanje nacina na koji
se takva rjeSenja mogu primijeniti. U¢enici matematicki zaklju€uju kada:

+ identificiraju, prepoznaju, organiziraju, povezuju i prikazuju
» konstruiraju, apstrahiraju, vrednuju, zaklju€uju, opravdavaju, objasnjavaju i brane te

» tumace, prosuduju, kriti¢ki procjenjuju, osporavaju i kvalificiraju.

5 Odabrane vjestine preporucila je OECD-ova Savjetodavna skupina (SAG) (PISA2021 Mathematics: ABroadened
Perspective prepoznavajuéi povezanost izmedu generickih vjestina 21. stolje¢a i srodnih, ali predmetno
specificnih vjestina koje su prirodno dio pou¢avanja ovog podrucja. Savjetodavna je skupina predlozila osam
vjestina 21. stolje¢a za uklju€ivanje u matematicki kurikul te, kao takve, i u konceptualni okvir istrazivanja PISA
2022. Te su vjestine navedene u odlomku 124.
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46. Sposobnost logickog zakljucivanja i iznoSenja argumenata na iskren i uvjerljiv nacin postaje sve
vaznija u danasnjemu svijetu. Matematika je znanost o dobro definiranim objektima i idejama koje
se mogu analizirati i transformirati na razli€ite nacine primjenom ‘matemati¢kog zaklju€ivanja’ kako
bismo dosli do zaklju¢aka u koje smo sigurni. Kroz matematiku, uéenici uCe da ispravnim zakljudi-
vanjem mogu dodéi do rezultata i zaklju€aka koje smatraju to€nima. Nadalje, ti su zakljucci logi¢ni i
objektivni, a samim time i nepristrani, bez ikakve potrebe za potvrdivanjem od strane vanjskog auto-
riteta. Ovakva vrsta zakljucivanja, koja je korisna i izvan matematike, moze se ucinkovito poucavati i
uvjeZbavati u sklopu matematike.

47. Dva su aspekta matematiCkog zaklju€ivanja posebno vazna u danasnjem svijetu i definiranju
PISA zadataka. Prvi aspekt odnosi se na zaklju€ivanje na temelju jasnih pretpostavki (deduktivno za-
klju¢ivanje), koje je karakteristi¢no obiljezje matemati¢kog procesa. Korisnost ove sposobnosti ve¢ je
istaknuta. Druga vazna dimenzija odnosi se na statisti¢ko i probabilistic¢ko (induktivno) zakljucivanje.
Na logi¢koj razini u svijesti pojedinaca danas €esto dolazi do konfuzije izmedu moguceg i vjerojatnog
zbog ¢ega mnogi nasjedaju teorijama zavjere ili laznim vijestima. |1z tehniCke perspektive, danasnji
je svijet sve kompleksniji, a njegove viSestruke dimenzije zastupljene su terabajtima podataka. Ra-
zumijevanje takvih podataka jedan je od najveéih izazova s kojima ¢e se CovjeCanstvo suoCavati u
buduénosti. Nasi bi u€enici trebali poznavati prirodu takvih podataka te donositi informirane odluke u
kontekstu varijacija i neizvjesnosti.

48. Matematicko zaklju€ivanje (i deduktivno i induktivno), koje se temelji na klju¢nim vrstama ra-
zumijevanja, a koje se razvija u nastavi matematike, srediste je matematicke pismenosti. Klju¢no
razumijevanje odnosi se na:

» razumijevanje koliCine, brojevnih sustava i algebarskih svojstava
* razumijevanje moci apstrakcije i simboli¢ke reprezentacije

» uoCavanje matematickih struktura i njihovih zakonitosti

» prepoznavanje funkcionalnih odnosa medu koli¢inama

» koriStenje matemati¢kog modeliranja za prikazivanje stvarnog svijeta (npr. fenomena u fizikal-
nim, bioloskim, drustvenim, ekonomskim i beihevioralnim znanostima) te

* razumijevanje varijacija kao osnove statistike.

U nastavku slijede opisi svake od navedenih vrsta razumijevanja, kao i nacini na koje podupiru za-
klju¢ivanje. lako se opisi mozda Cine apstraktnima, u PISA istraZivanju oni se ne bi trebali tumaciti na
apstraktan nacin. Svrha opisa jest prikazati na koje se na€ine navedene ideje javljaju u Skolskoj ma-
tematici, te kako, stavljajuéi naglasak na njih u pou€avanju, pomazemo ucenicima da shvate nacine
na koje se mogu primjenjivati u novim i razliitim kontekstima.

Razumijevanje koli€ine, brojevnih sustava i algebarskih svojstava

49. Osnovni pojam veli€ine mozda je najraSireniji i najvazniji matematicki aspekt sudjelovanja i
funkcioniranja u svijetu (OECD, 2017, str. 18). Na elementarnoj razini, rije¢ je o korisnoj sposob-
nosti usporedivanja kardinalnosti skupova objekata. Sposobnost brojanja obi¢no obuhvaca prilicno
male skupove — u vecini jezika, samo manji podskup brojeva ima svoj naziv. Kad procjenjujemo
vecCe skupove, obavljamo kompleksnije operacije procjenjivanja, zaokruzivanja i primjene pravila
reda veliine. Brojenje je vrlo usko povezano s jednom drugom temeljnom operacijom klasificiranja
gdje se javlja ordinalni aspekt brojeva. Kvantifikacija obiljezja objekata (mjerenje), odnosa, situacija i
entiteta u svijetu jedan je od najosnovnijih na¢ina konceptualiziranja okolnoga svijeta (OECD, 2017).

50. Razumijevanje koli¢ine, brojevnih sustava i njihovih algebarskih svojstava obuhvaca osnovni
pojam broja, brojevnih sustava (npr. cijeli brojevi, integrali, racionalni brojevi, realni brojevi), aritme-
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tike i algebarskih svojstava sustava. Konkretno, korisno je razumijeti kako postupno sve S$iri brojevni
sustavi omogucuju rjeSavanje postupno sve sloZenijih jednadzbi. Na temelju toga u&enici, kako uée
matematiku, pronalaze sve viSe dokaza o matematici u stvarnom Zivotu.

51. Da bi se kvantifikacija mogla ucinkovito primjenjivati, potrebna je sposobnost koriStenja ne
samo brojeva, vec i brojevnih sustava. Brojevi sami po sebi imaju ograni¢enu primjenjivost; ono $to
ih €ini mo¢nim alatima jesu operacije koje s njima moZemo izvoditi. Kao takvo, dobro razumijevanje
operacija s brojevima temelj je matematic¢kog zaklju€ivanja.

52. Takoder, vazno je razumijeti i princip reprezentacije (poput simbola koji uklju€uju brojeve, toCke
na brojevnoj crti, geometrijske veli€ine i posebni simboli poput 1) te kako prelaziti s jedne reprezen-
tacije na drugu; nagine na koje brojevni sustavi utje€u na takve reprezentacije; na€ine na koje su
algebarska svojstva tih sustava relevantna i vazna za djelovanje unutar sustava; te znacaj aditivnih
i multiplikativnih identiteta, asocijativnosti, komutativnosti te svojstva distributivnosti mnozenja pre-
ma zbrajanju. Algebarska nacela podupiru sustav vrijednosti decimalnih mjesta, omogucujuéi ekono-
mi¢no izrazavanje brojeva i u€inkovite pristupe operacijama koje se izvode s njima. Ona su takoder
od srediSnje vaznosti i za brojevne operacije, uklju€ujuéi rad s aditivnim inverzima koji su klju¢ni za
zbrajanje i oduzimanje prvo cijelih brojeva, zatim racionalnih brojeva, i kona¢no realnih brojeva.

53. Sredis$nja uloga broja kao klju¢nog koncepta u svim drugim matematickim podrucjima i u samo-
me matematiCkom zaklju€ivanju neosporna je. Razumijevanje algebarskih nacela i svojstava koje
uCenici prvo stje€u u radu s brojevima od temeljne je vaznosti za njihovo razumijevanje koncepata
srednjoSkolske algebre, kao i za njihovu sposobnost uspjeSnog manupuliranja algebarskim izrazima
potrebnim za rijeSavanje jednadzbi, postavljanje modela, graficiranje funkcija te programiranje i stva-
ranje formula u tabli€nom kalkulatoru. A u danasnjem svijetu temeljenom na podacima, lako¢a u in-
terpretaciji uzoraka brojeva, usporedba uzoraka i druge numericke vjestine imaju sve vecu vaznost.

54. Temeljno razumijevanje koli¢ine i brojevnih sustava potpomaze zakljuéivanju u stvarnim Zivot-
nim matematickim aplikacijama predvidenim ovim konceptualnim okvirom.

Razumijevanje moc¢i apstrakcije i simboli¢ke reprezentacije

55. Temeljne matemati¢ke ideje razvile su se iz ljudskih iskustava i potrebe za davanjem koheren-
tnosti, reda i predvidljivosti takvim iskustvima. Mnogi matematicki objekti modeliraju stvarnost ili u
najmanju ruku na neki na¢in odrazavaju aspekte stvarnosti. No sustina apstrakcije u matematici jest
u tome da ona predstavlja samodostatan sustav i da matematicki objekti dobivaju znadenje unutar
tog sustava. Apstrakcija obuhvaéa namjerno i selektivno razmatranje strukturnih sli€nosti izmedu
matematickih objekata te konstruiranje odnosa izmedu tih objekata na temelju tih sli¢nosti. U Skol-
skoj matematici apstrakcija oblikuje odnose izmedu konkretnih objekata, simbolickih reprezentacija i
operacija ukljuéujuci algoritme i mentalne modele. Ta sposobnost takoder ima vaznu ulogu u radu s
racunalnim uredajima. Sposobnost stvaranja, manipuliranja i razumijevanja u radu s apstrakcijama u
tehnoloSkim kontekstima vaZna je vjestina radunalnog razmisljanja.

56. Primjerice, djeca pocinju razvijati pojam ,kruga“ stje€uéi iskustvo s odredenim objektima koji ih
dovode do neformalne spoznaje da je krug nesto ,okruglo®. Da bi prikazala te objekte, djeca mogu
crtati krugove uoCavajuci sli¢nosti izmedu crteza kako bi se uopcila ,okruglost®, iako je rije¢ o kru-
govima razlicitih veli¢ina. ,Krug“ postaje apstraktni matematicki objekt u trenutku kad uéenici poénu
~Koristiti“ krugove kao objekte u svom radu, a jo$ formalnije kad ga definiraju kao skup to¢aka podjed-
nako udaljenih od jedne fiksne toc¢ke u dvodimenzionalnoj ravnini.

57. Ucenici koriste reprezentacije — bilo da je rije¢ o tekstualnim, simboli¢kim, grafickim, brojéanim,
geometrijskim reprezentacijama ili onima u programskom kodu — da bi organizirali i komunicirali
svoje matemati¢ko razmi$ljanje. Reprezentacije nam omogucéuju da prikazemo matematicke ideje na
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sazeti nacin, $to zatim dovodi do ucinkovitih algoritama. Reprezentacije su takoder sredisnji element
matemati¢kog modeliranja s obzirom na to da omogucéuju u€enicima da apstrahiraju pojedinostav-
lienu ili idealiziranu formulaciju problema iz stvarnog svijeta. Takve su strukture takoder vazne za
tumacenije i definiranje ponasanja racunalnih uredaja.

568. Razumijevanje apstrakcije i simboliCke reprezentacije potpomaze zakljuéivanju u stvarnim Zi-
votnim aplikacijama matematike predvidenim ovim konceptualnim okvirom na nacin da omogucuje
u€enicima da skrenu pozornost sa specificnih detalja neke situacije prema njezinim opcenitijim obi-
ljeZjima te da ih opiSu na ucinkovit nacin.

Uoc¢avanje matematickih struktura i njihovih pravilnosti

59. Kada osnovnoskolski ucenici vide ,5 + (3 + 8)“, neki od njih uoavaju niz simbola koji oznaca-
vaju racunske operacije koje je potrebno izvrsiti u skladu s pravilima redoslijeda izvodenja raCunskih
operacija; drugi pak vide broj koji se dodaje zbroju drugih dvaju brojeva. Ova druga skupina u€enika
uocCava strukturu — zbog toga im ne treba reci koji treba biti redoslijed raCunskih operacija s obzirom
na to da, ako nekom zbroju Zelimo dodati neki broj, prvo trebamo izracunati zbroj.

60. UocCavanje strukture postaje sve vaznije kako ucenici prelaze u viSe razrede. Ucenik koji u
of(X) =5+ (x — 3)* prepoznaje f(x) kao zbroj od 5 i kvadrata koji je nula kad je x = 3, razumije da
minimum od f iznosi 5. Na taj se nacin postavljaju temelji za funkcionalno razmi$ljanje o kojem je
rije€ u idué¢em odjeljku.

61. Struktura je usko povezana sa simbolic¢kom reprezentacijom. Simboli su snazni, no samo ako
zadrZe smisao, u protivnom postaju beznacajni objekti koji se prerazmjestaju po stranici. UoCavanje
strukture nacin je pronalaZzenja i paméenja znaCenja apstraktne reprezentacije. Takve su struktu-
re takoder vazne za tumacenje i definiranje ponasanja racunalnih uredaja. Sposobnost uo¢avanja
strukture vazna je konceptualna pomo¢ proceduralnom znaniju.

62. Gornji primjeri ilustriraju kako uoCavanje strukture u apstraknim matemati¢kim objektima pred-
stavlja nacin da se pravila parsiranja, koje moze izvrsiti racunalo, zamijene konceptualnim slikama
onih objekata koje jasno prikazuju njihova svojstva. Objekt koji se zamislja na takav nacin podlozan
je zakljugivanju na razini viSoj od jednostavne simboliCke manipulacije.

63. Snazan osjecaj za matematicku strukturu koristan je i u modeliranju. Kad objekti koji se razma-
traju nisu apstraktni matematicki objekti, ve¢ objekti iz stvarnog svijeta koje je potrebno matematicki
modelirati, kao vodilja za modeliranje moze posluziti matematicka struktura. U&enici mogu nametnuti
strukturu i nematematickim objektima kako bi ih mogli podvrgnuti matematickoj analizi. Nepravil-
ni oblici mogu se procijeniti uz pomo¢ jednostavnijih oblika &ija je povrSina poznata. Geometrijski
uzorak moze se razumijeti hipoteziranjem translacijskih, rotacijskih ili refleksivnih transformacija i
simetrije te apstraktnim proSirivanjem uzorka na cjelokupni prostor. Statisticke analize ¢esto su stvar
nametanja strukture skupu podataka, primjerice pretpostavljajuéi da dolazi iz normalne distribucije
ili da je jedna varijabla linearna funkcija druge, ali mjerena s normalno raspodijelienom pogreskom.

64. Uocavanje matematickih struktura potpomaze zaklju€ivanju u stvarnim zivotnim matematic¢kim
aplikacijama predvidenima ovim konceptualnim okvirom na nacin da omogucuje ucenicima da pri-
mjenjuju znanja o situacijama ili problemima u jednom kontekstu na probleme sa slicnom strukturom
u drugom kontekstu.

Prepoznavanje funkcionalnih odnosa medu koli¢inama

65. U osnovnoj skoli uenici se Cesto susrecu sa zadacima u kojima trebaju utvrditi odredenu koligi-
nu, primjerice izracunati koliko brzo treba voziti da bi se za 1 sat i 40 minuta pre$la udaljenost od 180
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km izmedu Tucsona i Phoenixa. Takvi zadaci imaju konkretno rieSenje — da bi se za 1 sat i 40 minuta
predla udaljenost od 180 km, potrebno je voziti brzinom od 108 km na sat.

66. U nekom trenutku uéenici poCinju razmatrati situacije u kojima su koli€ine promjenjive, odnosno
mogu poprimiti raspon vrijednosti. Primjerice, koji je odnos izmedu prijedene udaljenosti ,d* u kilo-
metrima i vremena provedenog u vozniji ,t“ u satima ako se vozi konstantnom brzinom od 108 km na
sat? Takvi zadaci uvode funkcionalne odnose. U ovom slu&aju, odnos izraZzen jednadZzbom ,d = 108¢*
proporcionalan je odnos te predstavlja temeljni, a mozda i najvazniji primjer opéeg znanja.

67. Odnosiizmedu koli¢ina mogu se izraziti jednadzbama, grafikonima, tablicama ili verbalnim opi-
sima. Za vrijeme ucenja, vazno je iz njih izvuéi ideju same funkcije, kao apstraktni objekt koji oni
predstavljaju. Temeljni elementi ovog koncepta su: domena, iz koje se odabiru ulazni podaci, kodo-
mena, u kojoj se nalaze izlazni podaci, te pravilo za dobivanje izlaznih podataka iz ulaznih podataka.

68. Prepoznavanje funkcionalnih odnosa medu varijablama u stvarnim Zivotnim matematickim apli-
kacijama predvidenim ovim konceptualnim okvirom potpomaZze zakljuéivanju na nacin da omogucuje
uéenicima da se usredotoce na to kako meduovisnost i interakcija medu varijablama utjeCu na situ-
aciju.

Koristenje matemati¢kog modeliranja za prikazivanje stvarnog svijeta

69. Modeli predstavljaju konceptualizaciju pojava. Modeli su pojednostavljena stvarnost koja odre-
dena obiljezja nekog fenomena stavljaju u prvi plan, a druga obiljeZja aproksimiraju ili zanemaruju.
Kao takvi, “svi su modeli pogresni, ali su neki od njih korisni” (Box i Draper, 1987, str. 424). Kori-
snost modela proizlazi iz njegove eksplanatorne i/ili predikcijske mo¢i (Weintrop i sur., 2016). U tom
smislu, modeli su apstrakcije stvarnosti. Model mozZe predstavljati konceptualizaciju koja se smatra
pribliznom ili radnom hipotezom vezanom uz prouc¢avani fenomen ili moze biti rije¢ o namjernom po-
jednostavljivanju. Matematic¢ki modeli formuliraju se na matemati¢kom jeziku te koriste Sirok spektar
razli¢itih alata i rezultata (npr. iz aritmetike, algebre, geometrije itd.). Kao takvi, koriste se kao nacini
preciznog definiranja konceptualizacije ili teorije nekog fenomena, za analiziranje i vrednovanje po-
dataka (Odgovara li model podacima?) te za predvidanje. Modelima se moze upravljati — odnosno
oni mogu biti izvodeni tijekom vremena ili s razli¢itim po€etnim podacima kako bi se proizvela simu-
lacija. U tom je slu€aju moguce stvarati predikcije, analizirati posljedice te vrednovati prikladnost i
to¢nost modela. Tijekom cijelog procesa modeliranja potrebno je uzeti u obzir parametre iz stvarnog
svijeta koji utje€u na model i rjieSenja dobivena koridtenjem modela.

70. Racunalni (ili raCunski) modeli pruzaju moguc¢nost testiranja hipoteza, generiranja podataka,
uvodenja slucajnosti itd. Matematic¢ka pismenost obuhvaca sposobnost razumijevanja, vrednovanja
i konstruiranja znacenja iz racunalnih modela.

71. KoriStenje matematickih modela, kao i modela opcenito, potpomaze zaklju€ivanju u stvarnim
Zivotnim matemati¢kim aplikacijama predvidenim ovim konceptualnim okvirom na nacin da poti¢e
uCenike da se usredotoCe na najvaznije elemente situacija i tako svedu problem na njegovu sustinu.

Razumijevanje varijacija kao osnove statistike

72. Objasnjavanje varijabilnosti jedan je od kljuénih, ako ne i najvaznijih elemenata na kojem se
temelji statistika kao disciplina. U danasnjem svijetu ljudi se esto suoCavaju s takvim situacijama
jednostavno zanemarujuci varijabilnost, sto rezultira generalizacijama koje su ¢esto varljive, ako ne i
pogresne, te kao takve veoma opasne. Pristranost se, u drustvenoznanstvenom smislu, obiéno javlja
zbog neuzimanja u obzir izvora i magnitude varijabilnosti nekog prou¢avanog svojstva.
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73. Statistika se u osnovi odnosi na objasnjavanje ili modeliranje varijacija mjerenih varijancomili, u
slu€aju vise varijabli, kovarijacijskom matricom. Time se osigurava vjerojatnosno okruzenje u kojem
se mogu razumijeti razliCite pojave i donositi vazne odluke. Statistika je na mnoge nacine potraga
za obrascima u izrazito promjenjivom kontekstu — poku$aj pronalazenja jedine odluc€ujuée ,istine” u
velikom mnostvu slu€ajnih Sumova. ,Istina“ je navedena pod navodnicima jer matematika ne moze
ponuditi prirodu istine, ve¢ samo procjenu istine smjeStene u vjerojatnosni kontekst, popraéenu pro-
cjenom pogreske u tom procesu. U konacnici, donositelj odluke ostaje u dilemi jer nikada nece sa
sigurnos¢u znati &to je istina. Dobivena procjena u najboljem je slu€aju raspon mogucih vrijednosti
— primjerice, $to je bolji proces, veci je uzorak podataka i uzi raspon mogucih vrijednosti, iako se
raspon ne moze izbjeci. Neki su aspekti toga bili prisutni i u prijasnjim ciklusima PISA istrazivanja, no
zbog sve veceg znacaja, u ovom se konceptualnom okviru stavlja veéi naglasak.

74. Razumijevanje varijacija kao srediSnjeg obiljeZja statistike potpomaZze zaklju€ivanju u stvarnim
Zivotnim matematickim aplikacijama predvidenim ovim konceptualnim okvirom na nacin da se u¢eni-
ke potiCe na koridtenje argumenata utemeljenih na podacima uz svijest o ograni¢enjima zaklju¢aka
koji se mogu izvesti.

RjeSavanje problema

75. Definicija matematicke pismenosti istice sposobnost pojedinca da formulira, primjenjuje i tumadi
(i vrednuje) matematiku. Ova tri glagola, ,formulirati®, ,primjenjivati i ,tumacditi“, pruzaju korisnu i smi-
slenu strukturu za organiziranje matematickih procesa koji opisuju $to pojedinci ¢ine da bi povezali
kontekst problema s matematikom i rijeSili problem. Matemati¢ki zadaci u istrazivanju PISA 2022
moci €e biti klasificirani ili kao matemati¢ko zakljuCivanje ili kao jedan od sljededih triju matematickih
procesa:

+ matemati¢ko formuliranje situacija,
» primjena matemati¢kih koncepata, €injenica, procedura,
* tumacenje, primjenjivanje i vrednovanje matematickih rieSenja.

76. Donositelji obrazovnih politika i stru€njaci koji su uklju€eni u svakodnevno obrazovanje u€enika
trebali bi znati koliko su u€inkovito u¢enici sposobni koristiti svaki od navedenih elemenata u modelu/
ciklusu rjeSavanja problema. Formuliranje ukazuje na to koliko su ucinkovito u€enici sposobni prepo-
znati i utvrditi mogucnost koriStenja matematike u problemskim situacijama te ponuditi matematicku
strukturu potrebnu za formuliranje tog kontekstualiziranog problema u matematicki oblik. Primjena se
odnosi na to koliko su dobro u€enici sposobni raunati i manipulirati te primjenjivati poznate koncepte
i Cinjenice da bi dosli do matemati¢kog rieSenja matematicki formuliranog problema. Tumacenje (i
vrednovanje) odnosi se na to koliko su ucinkovito ucenici sposobni promisljati o matemati¢kim rje-
Senjima ili zaklju€cima, tumaditi ih u kontekstu problema iz stvarnog svijeta i utvrditi jesu li rezultati
ili zaklju€ci smisleni i/ili korisni. Lakoc¢a s kojom ucenici koriste matematiku u rjeSavanju problema
i situacija ovisi o vjestinama svojstvenih svim trima procesima, a razumijevanje efikasnosti u¢enika
u svakoj od navedenih kategorija mozZe biti korisno i u politi€¢kim raspravama i u odlukama koje se
donose na razini ucionice.

77. Osim toga, poticanjem u€enika da stje€u iskustva u procesu rieSavanja matematic¢kih proble-
ma uz pomoc¢ alata i postupaka racunalnog razmisljanja, uc¢enici se poti¢u na uvjezbavanje vjestina
predvidanja, promisljanja i uklanjanja pogre$aka (Brennan i Resnick, 2012).
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Matematicko formuliranje situacija

78. Rije¢ formulirati u definiciji matematiCke pismenosti odnosi se na sposobnost pojedinaca da
prepoznaju i utvrde mogucénost koristenja matematike, a zatim da pronadu matematicku strukturu za
problem koji je predstavljen u nekom kontekstualiziranom obliku. U procesu matemati¢kog formulira-
nja situacija pojedinci utvrduju otkud mogu ,izvuéi“ matematiku potrebnu za analiziranje, postavljanje
i rjeSavanje problema. Oni prenose problem iz stvarnog zivotnog okuzenja u domenu matematike
daju¢i mu matematicku strukturu, reprezentacije i specificnost. Oni donose zaklju¢ke i pokusavaju
shvatiti ograni€enja i pretpostavke u problemu. Konkretno, proces matemati¢kog formuliranja situa-
cija obuhvaca aktivnosti poput:

» odabira odgovaraju¢eg modela na popisu6

* prepoznavanja matematic¢kih aspekata problema smjeStenog u stvarni zivotni kontekst te
identificiranje klju¢nih varijabli

» prepoznavanja matematicke strukture (uklju€ujuci pravilnosti, odnose i obrasce) u problemima
ili situacijama

» pojednostavljivanja situacije ili problema kako bi bio prikladan za matemati¢ku analizu (npr.
dekompozicija)

» utvrdivanja ograniCenja i pretpostavki u matematiCkom modeliranju i pojednostavljivanju iz
konteksta

* matematickog prikazivanja situacije uz pomo¢ odgovarajucih varijabli, simbola, dijagrama i
standardnih modela

» prikazivanja problema na drugaciji nacin uklju€ujuéi njegovo organiziranje prema matematic-
kim konceptima i stvaranje ispravnih pretpostavki

* razumijevanja i objasnjavanja odnosa izmedu jezika specificnog za kontekst problema te sim-
bolickog i formalnog jezika potrebnog za njegovo matemati¢ko predstavljanje

» prevodenja problema na matematicki jezik ili prikaz

* prepoznavanja aspekata problema koji odgovaraju poznatim problemima ili matemati¢kim
konceptima, €injenicama ili postupcima

» odabir i koriStenje najucinkovitijeg raCunalnog alata za prikazivanje matemati¢kog odnosa u
kontekstualiziranom problemu

» opisivanje slijeda radnji (korak po korak) za rjeSavanje problema.

Primjena matematickih koncepata, ¢injenica, procedura

79. Glagol primjenjivati u definiciji matematicke pismenosti odnosi se na sposobnost pojedinca da
koristi matematicke koncepte, &injenice, procedure i zaklju€ivanje kako bi rijeSio matematicki formu-
lirane probleme i doSao do matematickih zaklju¢aka. U procesu koristenja matematic¢kih koncepata,
¢injenica, procedura i zaklju€ivanja u svrhu rieSavanja problema pojedinci izvrSavaju matematicke
postupke potrebne za dolazak do rezultata i pronalaZzenje matematiCkog rjeSenja (npr. izvodenje
aritmetickih operacija, rjeSavanje jednadzbi, izvodenje logickih zaklju¢aka na temelju matematickih
pretpostavki, manipulacije sa simbolima, iS€itavanje matematickih informacija iz tablica i grafikona,
prikazivanje i manipuliranje oblicima u prostoru te analiziranje podataka). Oni rade na modelu pro-
blemske situacije, utvrduju pravilnosti, uoavaju veze izmedu matematic¢kih entiteta te formuliraju

Ova je aktivnost uklju¢ena u popis kako bi se istaknula potreba za razvojem zadataka primjerenih za u¢enike na
dnu skale postignuca.
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matemati¢ke argumente. Konkretno, proces primjenjivanja matematickih koncepata, €injenica, pro-
cedura i zaklju€ivanja obuhvaca aktivnosti kao Sto su:

* izvodenje jednostavnih radunskih operacija7 >

» izvodenje jednostavnih zaklju¢aka **

» odabir odgovarajuce strategije s popisa strategija **

* razvoj i primjena strategija za pronalaZenje matematickih rjeSenja

» koridtenje matematickih alata i tehnologije radi pronalazenja to€nog ili pribliznog rieSenja
» Kkoridtenje matematickih Cinjenica, pravila, algoritama i struktura u pronalazenju rjeSenja

* manipuliranje brojevima, grafi¢kim i statistickim podacima, algebarskim izrazima i jednadzba-
ma te geometrijskim prikazima

» izrada matematickih dijagrama, grafikona, simulacija i konstrukcija te iS€itavanje matematickih
informacija

» koristenje i mijenjanje razli€itih reprezentacija u procesu pronalazenja rjeSenja

» stvaranje generalizacija i pretpostavki na temelju rezultata primjene matematickih procedura
s ciliem pronalazenja rieSenja

» promisljanje o matematickim argumentima te objasnjavanje i obrazlaganje matematickih re-

zultata

» procjenjivanje vaznosti prou€avanih (ili predloZenih) obrazaca i pravilnosti u podacima.

Tumacenje, primjena i vrednovanje matematickih rezultata

80. Glagol tumaciti (i vrednovati) koriSten u definiciji matematiCke pismenosti usmjeren je na spo-
sobnost pojedinca da promislja o matematic¢kim rjeSenjima, rezultatima ili zakljuécima te ih tumaci u
kontekstu problema iz stvarnog Zivota zbog ¢ega je taj proces i pokrenut. To ukljucuje ,prevodenje*
matematickih rieSenja ili zaklju¢aka natrag u kontekst problema te utvrdivanije jesu li rezultati logi¢ni
te imaju li smisla u kontekstu problema. Tumacdenje, primjena i vrednovanje matematickih rezultata
obuhvaca i ‘tumacenje’ i ‘vrednovanje’ elemenata ciklusa matemati¢kog modeliranja. Od pojedinaca
se moze traziti da u ovom procesu stvaraju i komuniciraju objasnjenja i argumente u kontekstu pro-
blema promisljajuci i o procesu modeliranja i o njegovim rezultatima. Konkretno, proces tumacenja,
primjene i vrednovanja matematiCkih rezultata obuhvaca aktivnosti kao Sto su:

» tumacenje informacija prikazanih u grafiCkom obliku i/ili dijagramima8 >

» vrednovanje matemati¢kog rezultata s obzirom na njegov kontekst**

» tumacdenje matemati¢kog rezultata u stvarnom Zivotnom kontekstu

* procjenjivanje smislenosti matemati¢kog rieSenja u kontekstu stvarnog Zivotnog problema

* razumijevanje nacina na koji stvarni Zivot utje€e na ishode i rezultate matematic¢kih postupaka
ili modela kako bi se donosile kontekstualne prosudbe o tome kako prilagoditi ili primjeniti
rezultate

Aktivnosti oznacene zvjezdicama (**) uklju¢ene su u popis kako bi se istaknula potreba za razvojem zadatka
primjerenih za u€enike koji se nalaze na dnu skale postignuca.

Aktivnosti oznacene zvjezdicama (**) uklju¢ene su u popis kako bi se istaknula potreba za razvojem zadatka
primjerenih za u€enike na dnu skale postignuca.
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* objasnjavanje zasto neki matematicki rezultat ili zaklju¢ak ima ili nema smisla s obzirom na
kontekst problema

* razumijevanje opsega i ograni¢enja matemati¢kih koncepata i rieSenja
» kriticko analiziranje i utvrdivanje ograni¢enja modela koriStenog u rjeSavanju problema

» koridtenje matemati¢kog i raCunalnog razmisljanja za predvidanje, potkrepljivanje argumena-
ta, testiranje i usporedbu predloZenih rieSenja.

Matemati¢ko sadrzajno znanje

81. Razumijevanje matematickih sadrzaja — i sposobnost primjene takvog znanja prilikom rjeSava-
nja vaznih kontekstualnih problema — vazno je za gradane u danasnjem svijetu. Drugim rijeCima,
matemati¢ko zakljuCivanje i rjeSavanje problema te tumacenje situacija u osobnom, profesionalnom,
drustvenom i znanstvenom kontektu zahtijeva oslanjanje na odredeno matemati¢ko znanje i razu-
mijevanje.

82. S obzirom na to da je PISA-in cilj vrednovati matematicku pismenost, predlozena je organiza-
cijska struktura za matemati¢ko sadrzajno znanje temeljena na matemati¢kim fenomenima koji se
nalaze u podlozi Sirih kategorija problema. Takva organizacija sadrzaja nije nova — ona je ve¢ opisa-

na u dvije poznate publikacije: On the Shoulders of Giants: New Approaches to Numeracy (Steen,
1990) i Mathematics: The Science of Patterns (Devlin, 1994).

83. Sljedece sadrzajne kategorije (prethodno koriStene 2012. godine) ponovno se koriste u istrazi-
vanju PISA 2022 kako bi istovremeno odrazavale matematicke fenomene na kojima se temelje Sire
kategorije problema, op¢u strukturu matematike te glavna podrucja tipicnih Skolskih kurikula. Ove
Cetiri kategorije opisuju raspon matematic¢kih sadrzaja koji se nalaze u sredistu matematicke discipli-
ne te ilustriraju Siroka sadrzajna podrucja koja se koriste u zadacima u istrazivanju PISA 2022 (medu
kojima ¢e biti i zadaci iz istrazivanja PISA-D koji su primjereniji sposobnostima u€enika na dnu skale
postignuca):

* Promjena i odnosi

* Prostor i oblik

+ Koli¢ina

* Neizvjesnost i podaci.

84. Uz pomoc¢ ovih C&etiriju kategorija, matematiCko se podruje moZe organizirati na nacin kojim
se osigurava pokrivenost cijelog podruc¢ja u zadacima i usredotocenost na vazne matematicke fe-
nomene uz istovremeno izbjegavanje predetaljne klasifikacije koja bi onemogucila analizu slozenih i
izazovnih matematickih problema temeljenih na stvarnim situacijama.

85. Kategorizacija prema sadrZajnim kategorijama vaZna je za razvoj i odabir zadataka i izvje3¢i-
vanje rezultata istrazivanja, no vazno je napomenuti da ¢e neki od zadataka potencijalno moci biti
istovremeno klasificirani u viSe sadrzajnih kategorija.

86. Nacionalni skolski matematicki kurikuli obi¢no su organizirani prema sadrzajnim podrucjima
(najCesce brojevi, algebra, funkcije, geometrija te rad s podacima) i detaljnim popisima tema kako bi
se mogla definirati jasna o€ekivanja. Cilj takvih kurikula jest opremiti u€enike znanjima i vjeStinama
potrebnima za rjeSavanje istih matemati¢kih fenomena na temelju kojih je organiziran i sadrzaj u
PISA-i. Zbog tog je razloga opseg sadrzaja prema PISA-inu nacinu organiziranja tijesno uskladen
sa sadrzajem Kkoji se obi¢no nalazi u matematic¢kim kurikulima razli¢itih zemalja. Ovaj konceptualni
okvir navodi popise odgovarajucéih tema za ispitivanje matematicke pismenosti petnaestogodisnjih
uCenika koje su odabrane na temelju analize nacionalnih standarda iz jedanaest zemalja.
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87. Siroke matematitke sadrzajne kategorije i konkretne teme primjerene za petnaestogodi$nje
ucenike opisane u ovom odjeljku odrazavaju razinu i Sirinu sadrZaja koji bi bio prikladan za uklju-
Civanje u istrazivanje PISA 2022. Za svaku od sadrzajnih kategorija naveden je opis i njezina rele-
vantnost u promisljanju i rjeSavanju smislenih problema, nakon ¢ega su konkretnije definirane vrste
sadrzaja prikladne za uklju€ivanje u ispitivanje matematiCke pismenosti petnaestogodinjih u€enika
i mladih izvan Skolskog sustava.

88. U istrazivanju PISA 2022 poseban se naglasak stavlja na Cetiri odabrane teme koje nisu nove u
matematickim sadrzajnim kategorijama, ve¢ zasluzuju poseban naglasak unutar postojecih sadrzaj-
nih kategorija. Mahajan i sur. (,PISA Mathematics 2021%, 2016) ove &etiri teme ne predstavljaju samo
kao situacije s kojima se odrasle osobe €esto susrecu u zivotu, veé¢ i kao podrucja matematike koja
postaju neophodna u novim podrucjima ekonomije poput visokotehnoloSke proizvodnje itd. Te se
Cetiri teme odnose se na fenomen rasta, geometrijske aproksimacije, racunalne simulacije te uvjetno
odlu€ivanje. Navedene teme trebale bi se Koristiti u zadacima na nacin koji je primjeren iskustvima
petnaestogodisnjaka. O svakoj od ovih tema detaljnije se raspravlja u opisima sljede¢ih sadrzajnih
kategorija:

» Fenomen rasta (promjena i odnosi)
+ Geometrijska aproksimacija (prostor i oblik)
» Racunalne simulacije (koli¢ina)

* Uvjetno odlucivanje (neizvjesnost i podaci).

Promjena i odnosi

89. U prirodnom i umjetnom svijetu postoji mnostvo privremenih i stalnih odnosa medu objektima
i okolnostima, pri éemu se promjene dogadaju unutar sustava medusobno povezanih objekata ili
u okolnostima u kojima elementi utje€u jedni na druge. U mnogim slu¢ajevima takve se promjene
dogadaju tijekom vremena, dok su u drugim slu¢ajevima promjene u jednom objektu ili koli€ini pove-
zane s promjenama u drugom. Neke od tih situacija uklju€uju jednokratne promjene, a druge se do-
gadaju kontinuirano. Neki su odnosi stalne ili nepromjenjive prirode. Biti pismen u podruéju promjena
i odnosa znaci razumijeti osnovne vrste promjena te prepoznati kad se one dogadaju kako bi se mogli
koristiti matemati¢ki modeli prikladni za opisivanje i predvidanje promjena. Matemati¢ki gledano,
to podrazumijeva modeliranje promjena i odnosa odgovaraju¢im funkcijama i jednadZzbama, kao i
stvaranje i tumacenje simbolickih i grafickih prikaza odnosa te pretvaranje iz jednog prikaza u drugi.

90. Promjene i odnosi vidljivi su u razli€itim okruzenjima kao $to je rast organizama, glazba, pro-
mjena godisSnjih doba, promjene vremena, razine zaposlenosti i gospodarski uvjeti. Aspekti tradici-
onalnih matemati¢kih sadrzaja poput funkcija i algebre uklju€ujuéi i algebarske izraze, jednadzbe
i nejednadzbe te tabelarne i graficke prikaze klju¢ni su u opisivanju, modeliranju i tumacenju fe-
nomena promjene. Racunalni alati omogucuju vizualiziranje i interakciju s promjenom i odnosima.
Sposobnost prepoznavanja kako i kada neki racunalni uredaj moze prosiriti i nadopuniti matematicke
koncepte vazna je vjestina racunalnog razmisljanja.

91. Prikazi podataka i odnosa opisanih uz pomoc¢ statistike takoder se koriste za prikazivanje i tu-
macenje promjena i odnosa, dok je temeljno znanje o brojevima i jedinicama nuzno za definiranje i
tumacenje promjena i odnosa. Geometrijskim mjerenjem dobivaju se zanimljivi odnosi poput nacina
na koji promjene u opsegu skupine oblika mogu biti povezane s promjenama u povrsini, ili pak odnosi
izmedu duljina stranica trokuta.

92. Fenomen rasta — razumijevanje opasnosti od pandemije gripe i izbijanja bakterijskih bolesti te
opasnost od klimatskih promjena zahtijeva od pojedinaca da ne razmisljaju samo u smislu linearnih
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odnosa, vec i da prepoznaju da su za takve fenomene potrebni nelinerani (Cesto eksponencijalni i
drugi) modeli. Linearni su odnosi Cesti i lako ih je prepoznati i razumjeti, no pretpostavljanje linearno-
sti ponekad moze biti i opasno. Procjena prijedene udaljenosti u razli€itim vremenskim razdobljima
pri odredenoj brzini primjer je linearnosti s kojim se vjerojatno svi susrecu. Primjena linearnog pri-
stupa dovodi do razumne procjene dokle god brzina ostaje relativho konstantna. No kod epidemije
gripe, primjerice, primjenom linearnog pristupa u velikoj bi se mjeri podcijenio broj oboljelih tijekom 5
dana nakon pocetnog izbijanja epidemije. U ovom slu¢aju klju¢nu ulogu ima temeljeno razumijevanje
nelinearnog (uklju€uju¢i kvadratnog i eksponencijalnog) rasta te koliko se brzo zaraza moze Siriti s
obzirom na to da se brzina promjene povecéava iz dana u dan. Sirenje zaraze Zika virusom dobar
je primjer eksponencijalnog rasta — njegovo je prepoznavanje pomoglo lije¢nicima u razumijevanju
neposredne prijetnje i potrebe za brzim djelovanjem.

93. ldentificiranje fenomena rasta kao kljuéne komponente sadrzajne kategorije ,Promjena i odno-
si“ ne znaci da se oCekuje da su ucenici koji sudjeluju u istrazivanju trebali uciti eksponencijalnu funk-
ciju. U zadacima se sigurno nece traziti znanje o eksponencijalnoj funkciji. Umjesto toga, ocekuje se
da ¢e u nekim zadacima ucenici trebati prepoznati: (a) da nije svaki rast linearan, (b) da nelinearan
rast ima posebne i zna€ajne implikacije na to kako shvaéamo odredene situacije, te (c) intuitivno
znacenje ,eksponencijalnog rasta“ kao izuzetno brze stope rasta. Primjerice, kod potresa svaki rast
od jedne jedinice na Richterovoj ljestvici ne znaci proporcionalni rast njezinog uéinka, vec¢ rast od 10,
100 i 1000 puta itd.

Prostor i oblik

94. Kategorija ,Prostor i oblik“ obuhvacéa Sirok spektar fenomena s kojima se susrecemo u nase-
mu vizualnom i fiziCkom svijetu: uzorke, svojstva objekata, polozaje i orijentacije, prikaze objekata,
kodiranje i dekodiranje vizualnih informacija, navigaciju i dinami¢nu interakciju sa stvarnim oblicima
i prikazima, kretanje, premjeStanje i sposobnost predvidanja djelovanja u prostoru. lako geometrija
sluzi kao temelj kategorije ,Prostor i oblik®, ta se kategorija po sadrzaju, znacenju i metodama pro-
teze izvan tradicionalne geometrije s obzirom na to da se oslanja na elemente drugih matematickih
podrudja kao $to je prostorna vizualizacija, mjerenje i algebra. Na primjer, oblici se mogu mijenjati i
toCka se moze pomicati duz krivulje, Sto zahtijeva koncepte funkcije. SrediSnje mjesto u ovoj katego-
riji zauzimaju formule za mjerenje. Ova kategorija ukljuuje prepoznavanje, manipulaciju i interpreta-
ciju oblika u okruzZenjima koji zahtijevaju koristenje razli€itih alata, od softvera dinami¢ne geometrije
do Globalnog polozajnog sustava (GPS) i softvera za strojno ucenje.

95. PISA pretpostavlja da je razumijevanje temeljnih koncepata i vjestina veznih uz podrucje pro-
stora i oblika vazno za razvoj matematicke pismenosti. Matematic¢ka pismenost vezana uz kategoriju
.Prostor i oblik“ obuhvaca niz aktivnosti poput razumijevanja perspektive (npr. kod umjetnickih slika),
izrade i Citanja karata, transformiranja oblika sa i bez tehnologije, tumacenja pogleda na trodimenzi-
onalne prikaze iz razli€itih perspektiva te stvaranje razli€itih prikaza oblika.

96. Geometrijske aproksimacije: Danas$niji svijet vrvi oblicima koji ne slijede standardne obrasce
ravnomjernosti ili simetri€nosti. S obzirom na to da se na nepravilnosti ne mogu primijeniti jednostav-
ne formule, teSko nam je razumjeti ono $to vidimo i utvrditi povrSinu ili volumen dobivenih struktura.
Na primjer, da bi se utvrdila potrebna koli€ina tepiha za neku zgradu u kojoj stanovi imaju ostre
kutove i uske krivulje potrebno je koristiti drugadiji pristup nego to bi to bio slu€aj s uobi¢ajenim
pravokutnim prostorijama.

97. lIdentificiranje geometrijske aproksimacije kao kljuéne komponente sadrzajne kategorije ,Pro-
stor i oblik* ukazuje na to da bi u€enici trebali biti sposobni primijeniti svoje razumijevanije o tradicio-
nalnim fenomenima u podrudju prostora i oblika u nizu razli¢itih situacija.
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Koli¢ina

98. Pojam koli¢ine mozda je i najraSireniji i najnuzniji matematiCki aspekt Zivota i funkcioniranja u
nasemu svijetu. On obuhvaca kvantifikaciju svojstava objekata, odnosa, situacija i entiteta u svijetu,
razumijevanje razli€itih prikaza takvih kvantifikacija te donoSenje prosudbi o interpretacijama i argu-
mentima temeljenih na koli€ini. Kvantifikacija svijeta podrazumijeva razumijevanje mjera, brojeva,
magnituda, jedinica, pokazatelja, relativhe veli¢ine te numeri¢kih trendova i uzoraka. Aspekti kvan-
titativnog rasudivanja — poput osje¢aja za brojeve, videstrukog prikazivanja brojeva, raunanja s la-
ko¢om, mentalnog raCunanja te procjene i vrednovanja logi¢nosti rezultata — temelj su matematicke
pismenosti vezane uz podrucje koliine.

99. Kuvantifikacija je glavna metoda za opisivanje i mjerenje Sirokog spektra obiljezja razli¢itih as-
pekata svijeta. Ona omoguc¢uje modeliranje situacija, istrazivanje promjena i odnosa, opisivanje i
manipuliranje prostorom i oblicima, organiziranje i interpretiranje podataka te mjerenje i procjenu
nesigurnosti. Matematic¢ka pismenost vezana uz podrucje koli¢ine podrazumijeva primjenu znanja o
brojevima i operacija s brojevima u Sirokom spektru razli¢itih okruZzenja.

100. Radunalne simulacije: U matematici i statistici postoje problemi koje nije lako rijeSiti zbog toga
Sto zahtijevaju kompleksnu matematiku i ukljuuju velik broj €imbenika koji djeluju unutar istog su-
stava ili zbog etiCkih pitanja vezanih uz utjecaj na zZiva bi¢a ili njihovu okolinu. Danas se takvim pro-
blemima sve &e&ce pristupa uz pomo¢ racunalnih simulacija temeljenih na algoritmima. U primjeru
ispitne cjeline Simulacija Stednje u€enici koriste simulator Stednje kao alat koji im pomaze u dono3e-
nju odluke. Radunalni simulator izvr§ava racunske operacije, $to u¢enicima omogucéava da planiraju,
predvidaju i rjeSavaju probleme temeljene na varijablama koje mogu kontrolirati.

101. Identifikacija raCunalnih simulacija kao klju¢ne komponente sadrzajne kategorije ,Koli¢ina“ upu-
¢uje na to da u kontekstu ispitivanja matematic¢ke pismenosti putem radunala u istrazivanju PISA
2022 postoji Siroka kategorija kompleksnih problema poput budzetiranja i planiranja koje ucenici
mogu analizirati s obzirom na varijable problema sluzeéi se raCunalnim simulacijama u sklopu za-
datka.

Neizvjesnost i podaci

102. U znanosti, tehnologiji i svakodnevnom Zivotu neizbjeZne su varijacije i neizvjesnost koja ih
prati. Rije¢ je o fenomenu koji je u sredistu teorije vjerojatnosti i statistike. Sadrzajna kategorija
.Neizvjesnost i podaci“ obuhvaca prepoznavanje varijacija u stvarnom svijetu ukljuujuci osjeéaj za
kvantifikaciju tih varijacija, kao i prepoznavanje neizvjesnosti i pogreske u zaklju¢cima. Ona takoder
ukljuCuje stvaranje, tumacenje i vrednovanje zaklju€aka izvedenih u situacijama u kojima je prisutna
neizvjesnost. Prikazivanje i tumacenje podataka kljuéni su koncepti unutar ove kategorije (Moore,
1997).

103. Ekonomska predvidanja, rezultati anketa, vremenske prognoze — sve to ukljuéuje mjere varija-
cije i neizvjesnosti. Varijacije su prisutne i u procesima proizvodnje i rezultatima testova i anketa, a
vjerojatnosti ¢ine temelj mnogih rekreativnih aktivnosti kojima se bavimo. Tradicionalna kurikularna
podrucja koja se odnose na vjerojatnosti i statistiku omogucuju formalno opisivanje, modeliranje i tu-
macenje odredene skupine fenomena u kojima varijacije igraju kljuénu ulogu te izvodenje odgovara-
jucih stohastickih zaklju¢aka. Uz to, znanje o brojevima i razli€itim aspektima algebre poput grafova
i simboli¢kih prikaza doprinose rjedavanju problema unutar ove sadrZajne kategorije.

104. Uvjetovano odlucivanje: Statistika omogucuje mjeru varijacije karakteristicnu za vec¢inu onoga s
¢ime se ljudi susreéu u svakodnevnom Zivotu. Ta mjera je varijanca. U slu€ajevima kad postoji viSe
varijabli, u svakoj od tih varijabli postoje varijacije, kao i kovarijacije koje obiljezavaju odnose medu
varijablama. Takvi meduodnosi ¢esto mogu biti prikazani u dvosmjernim tablicama na temelju kojih
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se mogu donositi uvjetne odluke (zakljucci). Dvosmjerna tablica za dvije dihotomne varijable (ij. dvije
varijable od kojih svaka ima dvije moguénosti) sadrzZi ¢etiri kombinacije. Dvosmjerna tablica (analiza
situacije) nudi tri tipa postotaka koji zatim nude procjene odgovarajucih vjerojatnosti. One uklju€uju
vjerojatnosti Cetiriju zajedni¢kih dogadaja, dva marginalna, te uvjetne vjerojatnosti koje imaju kljuénu
ulogu u onome $to nazivamo uvjetnim odluc¢ivanjem. Od ucenika se o¢ekuje da ée u PISA-inim za-
dacima biti sposobni iS¢itati relevantne podatke iz tablice i razumjeti podatke koje iSCitavaju.

105. U primjeru ispitne cjeline Odluka o kupnji u€enicima su sazeto prikazane ocjene koje su kupci
dali jednom proizvodu u internetskoj trgovini. Uz to, u¢enicima je prikazana detaljnija analiza recenzi-
ja kupaca koji su dali ocjenu od jedne ili dviju zvjezdica. Ti su podaci prikazani u dvojsmernoj tablici,
a ucenici trebaju pokazati razumijevanije razli€itih procjena vjerojatnosti koje nudi dvosmjerna tablica.

106. Identifikacija uvjetnog odlucivanja kao kljuéne komponente sadrzajne kategorije ,Neizvjesnost
i podaci“ ukazuje na to da bi ucenici trebali biti sposobni prepoznati kako formuliranje analize u
modelu utje€e na izvodenje zaklju¢aka te da razlicite pretpostavke/odnosi mogu rezultirati razli€itim
zaklju€cima.

Sadrzajne teme u ispitivanju matematicke pismenosti petnaestogodisnjih uéenika

107. Uspjesno razumijevanje i rjieSavanje kontekstualiziranih problema koji se odnose na promjenu i
odnose, koli¢inu, prostor i oblike te neizvjesnost i podatke zahtijeva primjenu matematickih kocepa-
ta, procedura, €injenica i alata na odgovarajucoj razini kompleksnosti i sofisticiranosti. U ispitivanju
matematicke pismenosti PISA nastoji obuhvatiti razliCite razine i vrste matematike primjerene za
petnaestogodisnje ucenike na putu da postanu konstruktivni, angazirani i promisljajuci gradani 21.
stolje¢a sposobni donositi dobro utemeljene prosudbe i odluke. Vazno je napomenuti da PISA, iako
nije istrazivanje usmjereno na kurikul, nastoji obuhvatiti matematiku koju su ucenici vjerojatno imali
priliku uciti do svoje petnaeste godine.

108. Da bi se razvilo istrazivanje koje je s jedne strane okrenuto prema buducénosti, a s druge stra-
ne vodi raCuna o matematici koju su petnaestogodiSnji u€enici vjerojtano imali priliku ugiti, u sklopu
razvoja matematickog konceptualnog okvira za istraZivanje PISA 2012 provedene su analize oCe-
kivanih ishoda ucenja u jedanaest zemalja kako bi se utvrdilo §to u€enici u¢e u razli¢itim dijelovima
svijeta i 8to zemlje smatraju realnom i vaznom pripremom ucenika koji se bliZze ulasku na trziSte rada
ili nastavku Skolovanja na viSim razinama obrazovanja. Na temelju zajednickih obiljezja utvrdenih u
tim analizama i procjena matematickih struénjaka u nastavku teksta opisani su sadrzaji koji su proci-
jenjeni prikladnima za ukljucivanje u ispitivanje matemati¢ke pismenosti petnaestogodisnjih uéenika
u istraZivanju PISA 2012, a koji se nastavljaju i dalje koristiti u istrazivanju PISA 2022.

109. U istrazivanju PISA 2022 dodane su jos Cetiri teme. Donji popis ne sadrzi sve teme, veé sluzi
samo kao primjer tema obuhvacenih istrazivanjem PISA 2022:

» Fenomen rasta: razliCite vrste linearnog i nelinearnog rasta

» Geometrijska aproksimacija: procjena karakteristika i svojstava nepravilnih ili nepoznatih obli-
ka i objekata njihovim ras¢lanjivanjem u poznatije oblike i objekte za koje postoje formule i alati

* Racunalne simulacije: istrazivanje situacija (koje mogu ukljucivati budzetiranje, planiranje,
distribuciju stanovnistva, Sirenje bolesti, eksperimentalnu vjerojatnost, modeliranje vremena
reakcije itd.) s obzirom na varijable i njihov uc¢inak na ishod

» Uyjetno odlucivanje: koriStenje osnovnih nacela kombinatorike i razumijevanja meduodnosa
medu varijablama s ciljem intepretiranja situacija i predvidanja

* Funkcije: koncept funkcije, s naglaskom na linearne funkcije, svojstva funkcija te njihovi razlici-
ti opisi i prikazi. Uobicajeni prikazi ukljuuju verbalne, simbolicke, tabelarne i graficke prikaze.
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» Algebarski izrazi. verbalna interpretacija i manipulacija algebarskim izrazima uklju€ujuci broje-
ve, simbole, aritmeticke operacije, potencije i jednostavne korijene

» JednadZbe i nejednadzZbe: linearne i srodne jednadZbe i nejednadzbe, jednostavne jednadzbe
drugog reda te analitiCke i neanaliticke metode rjeSavanja

» Koordinatni sustavi: prikazi i opisi podataka, polozaja i odnosa

» Odnosi unutar geometrijskih objekata i medu geometrijskim objektima u dvije i tri dimenzije:
stati¢ni odnosi poput algebarskih veza izmedu razli¢itih elemenata likova (npr. Pitagorin po-
ucak za definiranje odnosa izmedu duljina stranica pravokutnog trokuta), relativni polozaj,
sli¢nost i sukladnost te dinamiéni odnosi koji ukljuéuju transformaciju i gibanje objekata, kao i
podudarnosti izmedu dvodimenzionalnih i trodimenzionalnih objekata

* Mjerenje: kvantifikacija svojstava oblika i objekata poput mjera kutova, udaljenosti, duljine,
opsega, polumjera, povrsine i obujma

» Brojevi i jedinice: koncepti, prikazi brojeva i brojevni sustavi (uklju€ujuci pretvaranje izmedu
brojevnih sustava), uklju€ujuéi svojstva cijelih i racionalnih brojeva te koli€ine i jedinice koje
se odnose na fenomene poput vremena, novca, tezine, temperature, udaljenosti, povrsine i
obujma, te izvedene koli€ine i njihov broj¢ani opis

» Aritmeti¢ke operacije: priroda i svojstva tih operacija i notacijske konvencije

» Postoci, omjeri i proporcije: broj€ani opisi relativne veli€ine i primjena proporcija i proporcional-
nog zaklju€ivanja u rjeSavanju problema

* Nacela brojenja: jednostavne kombinacije

* Procjene: svrhovito procjenjivanje koli¢ina i broj€anih izraza ukljuCujuéi znagajne znamenke i
zaokruZivanje

» Prikupljanje podataka, prikazivanje i interpretiranje: priroda, porijeklo i prikupljanje razli€itin
vrsta podataka te razli€iti nacini njihova analiziranja, prikazivanja i interpretiranja

» Varijabilnost podataka i njezino opisivanje: koncepti kao Sto su varijabilnost, distribucija i cen-
tralna tendencija skupova podataka, nacini njihova opisivanja i interpretiranja u kvantitativnom
i grafickom smislu

» Uzorci i uzorkovanje: koncept uzorkovanja i uzorkovanja iz skupova podataka, ukljuujuci jed-
nostavno zakljucivanje na temelju svojstava uzoraka ukljucujuci toénost i preciznost

» Sluéajnost i vjerojatnosti: pojam slu€ajnih dogadaja, slu¢ajna varijacija i njezino prikazivanje,
vjerojatnost i frekvencije dogadaja te osnovni aspekti koncepta vjerojatnosti i uvjetne vjerojat-
nosti.

Konteksti zadataka i odabrane vjestine 21. stolje¢a

110. Definicija matematicke pismenosti upucéuje na dvije stvari koje valja uzeti u obzir prilikom ra-
zvoja PISA-inih zadataka. Prvo, defincija jasno upuéuje na to da se matematic¢ka pismenost odvija
u stvarnim Zivotnim kontekstima. Drugo, matemati¢ka pismenost pomaZe pojedincu da prepozna
ulogu koju matematika ima u svijetu i da donosi dobro utemeljene odluke i prosudbe koje su mu po-
trebne kao konstruktivnom, angaziranom i promisljaju¢em gradaninu 21. stoljeca. U ovom se odjeljku
raspravlja o tome kako stvarni Zivotni konteksti i vjestine 21. stolje¢a utjeCu na razvoj zadataka.

111. StvarnoZivotna priroda matematiCke pismenosti donosi za PISA-u odredene izazove. Stvarni
zivotni konteksti obuhvacaju informacije, a te se informacije prenose uz pomo¢ teksta. Kvantitativne
i statistiCke informacije koje cirkuliraju svijetom i dopiru do gradana prenose se putem tiskanog ili
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govornog teksta, primjerice ¢lanaka u medijima, priopéenja za medije, blogova, drustvenih mreza,
oglasa itd. Takav tiskani i govoreni tekst koristi se za iznoSenje poruka ili argumenata koji mogu ili ne
moraju sadrzavati brojeve i/ili grafikone. Tekst je glavni alat za komuniciranje konteksta, iz Eega pro-
izlazi da je vjeStina razumijevanja teksta osnovni preduvjet za uspjeh u matemati¢koj pismenosti. To
predstavlja prili¢an izazov za razvoj zadataka u PISA-i. S jedne strane, test mora prenositi drudtveno
znacajne kvantitativne poruke putem bogatog teksta. S druge strane, komparativna priroda testa,
razli€iti jezici na koji se test prevodi te razli€ite razine razumijevanja teksta medu petnaestogodiSnjim
ispitanicima namecu odredena ogranienja vezana uz bogatstvo teksta koji bi se realno mogao kori-
stiti. O ovom se izazovu detaljnije raspravlja u odjeljku posveéenom razvoju zadataka.

Konteksti

112. Cinjenica da se matematika koristi u rjeSavanju problema smjestenih u odredeni kontekst vazan
je aspekt matematicke pismenosti. Kontekst je aspekt svijeta pojedinca u kojem su smjesteni proble-
mi. Odabir odgovarajuc¢ih matematickih strategija i prikaza ¢esto ovisi o kontekstu u kojem se javlja
problem, Sto znaci da prilikom razvoja modela postoji potreba za koriStenjem znanja o stvarnom
zivotnom kontekstu. Sposobnost rada unutar konteksta postavlja dodatne zahtjeve za pojedinca koji
rieSava problem (vidi Watson i Callingham, 2003 za nalaze o statistici). Za PISA-u je vazno da se ko-
risti Sirok spektar razli€itih konteksta kako bi se stvorila mogucnost povezivanja s najSirim moguéim
rasponom razli€itih interesa pojedinaca te nizom razli€itih situacija s kojima se susrec¢u pojedinci u
21. stoljedu.

113. S obzirom na broj zemalja sudionica u istrazivanju PISA 2022, a time i sve vedi broj ispitanika iz
zemalja s niskim i srednjim dohotkom, kao i na mogucnost sudjelovanja petnaestogodiSnjaka izvan
Skolskog sustava, vazno je da se u razvoju zadataka vodi rauna o tome da konteksti koriSteni u
zadacima budu prikladni za Sirok raspon ispitanika. U tom je pogledu vazno i da koli€ina teksta koju
je potrebno proditati u zadacima ostane umjerena kako bi se zadacima i dalje ispitivala matemati¢ka
pismenost.

114. Konceptualni okvir matemati¢ke pismenosti u istrazivanju PISA 2022 zadrzao je Cetiri kategorije
konteksta iz konceptualnog okvira istrazivanja PISA 2012 koiji ¢e se koristiti u razvoju zadataka. Vaz-
no je istaknuti da, iako ¢e navedeni konteksti biti koriSteni u razvoju zadataka, ne ogekuje se da ¢e
rezultati biti izvjeSéivani s obzirom na kontekste.

115. Osobni — problemi klasificirani u kategoriju osobnih konteksta usmjereni su na aktivnosti po-
jedinca, njegove obitelji i vrSnjaka. Konteksti koji se mogu smatrati osobnima obuhvacaju kontekste
koji se odnose na, primjerice, pripremu hrane, kupovanje, igru, osobno zdravlje, osobni prijevoz,
razonodu, sport, putovanja, osobno planiranje te osobne financije.

116. Profesionalni — problemi klasificirani u kategoriju profesionalnog konteksta usmjereni su na
svijet rada. Zadaci klasificirani kao profesionalni mogu obuhvacati stvari kao §to su, primjerice, mje-
renje, formiranje cijena i narudzba gradevinskog materijala, obracun pla¢e/racunovodstveni poslovi,
kontrola kvalitete, planiranje/popisivanje inventara, dizajn/arhitektura te poslovno odlucivanje sa ili
bez odgovarajuée tehnologije. Profesionalni konteksti mogu se odnositi na sve vrste rada, od ne-
kvalificiranog do stru¢nih poslova na najvisim razinama, iako bi zadaci u PISA istrazivanju trebali biti
primjereni za petnaestogodi$nje ucenike.

117. Drustveni — problemi klasificirani u kategoriju drustvenih konteksta usmjereni su na zajednicu
(lokalnu, nacionalnu ili globalnu). Oni mogu obuhvacati, primjerice, stvari poput izbornog sustava,
javnog prijevoza, javne uprave, javne politike, demografije, oglaSavanja, zdravstva, zabavnih doga-
daja, nacionalne statistike i ekonomije. lako pojedinci sudjeluju u svim navedenim kontekstima i na
osobnoj razini, fokus problema u kategoriji drustvenih konteksta jest na perspektivi zajednice.
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118. Znanstveni — problemi klasificirani u kategoriju znanstvenih konteksta odnose se na primje-
nu matematike u prirodnom svijetu te na pitanja i teme vezane uz znanost i tehnologiju. Konkretni
konteksti mogu obuhvacati, primjerice, podru¢ja kao Sto su vrijeme ili klima, ekologija, medicina,
astronomija, genetika, mjerenje, kao i sam svijet matematike. Cisti matemati¢ki zadaci, u kojima svi
elementi pripadaju svijetu matematike, mogu se svrstati u kategoriju znanstvenih konteksta.

119. PISA zadaci organizirani su u ispitne cjeline sa zajedni¢kim polaznim tekstom, zbog €ega svi
zadaci unutar jedne ispitne cjeline obi¢no imaju isti kontekst. No, postoje i iznimke. Primjerice, u
jednom se zadatku polazni sadrZaj mozZe razmatrati iz osobnog stajalista, a u drugom iz drustvenog.
U slu€aju kad neki zadatak obuhvaéa isklju¢ivo matemati¢ke konstrukte i nije povezan s kontek-
stualnim elementima ispitne cjeline u kojoj se nalazi, bit ée mu dodijeljen kontekst cjeline u kojoj se
nalazi. U rijetkim slu¢ajevima kad ispitna cjelina obuhvaca isklju¢ivo matemati¢ke konstrukte i nije
povezana ni sa kojim drugim kontekstom osim matematike, ta ¢e cjelina biti klasificirana u kategoriju
znanstvenih konteksta.

120. Kategorije konteksta sluze kao temelj za odabir kombinacije konteksta u zadacima te osigura-
vaju da testom budu obuhvacene razli¢ite primjene matematike, od svakodnevne osobne primjene
do primjene u znanstvene svrhe vezano uz globalne probleme. Uz to, vaZzno je da svaka kategorija
konteksta bude zastupljena u zadacima Sirokog raspona tezine. S obzirom na to da je glavna svrha
kategorija konteksta ispitati znanja i vjestine ucenika u razli€itim problemskim situacijama, svaka od
kategorija trebala bi zna¢ajno doprinijeti mjerenju matemati¢ke pismenosti. TeZina zadataka u kojima
je zastupljena jedna kategorija konteksta ne bi smjela biti ve¢a ili manja u odnosu na tezinu zadataka
u kojima je zastupljena neka druga kategorija konteksta.

121. Prilikom utvrdivanja relevantnosti konteksta vazno je voditi raCuna o tome da je svrha ovog
istraZivanja ispitati primjenu matemati¢kog sadrzajnog znanja i vjestina koje su uéenici usvaijili do
svoje petnaeste godine. |1z tog se razloga konteksti zadataka odabiru prema relevantnosti s obzirom
na interese ucenika, njihov zivot te izazove s kojima ¢e se susretati kad postanu konstruktivni, zain-
teresirani i promisljajuci gradani. Nacionalni voditelji PISA istrazivanja iz zemalja sudionica ukljuceni
Su u procjenjivanje stupnja takve relevantnosti.

Vjestine 21. stolje¢a

122. U svijetu postoji sve vedi interes za tzv. vjestine 21. stolje¢a i moguénost njihova uklju€ivanja u
obrazovni sustav. OECD je objavio publikaciju usmjerenu upravo na takve vjestine te je sponzorirao
istrazivacki projekt pod nazivom The Future of Education and Skills: An OECD 2030 Framework.
U toj medunarodnoj studiji o kurikulima i integraciji vjestina 21. stolje¢a u kurikule sudjeluje oko 25
zemalja. Glavni cilj projekta jest utvrditi kako bi mogao izgledati kurikul u buduénosti, s po&etnim
fokusom na matematiku i tjelesni odgo;j.

123. U posljednjih petnaestak godina odredenim publikacijama poku$avalo se doprinijeti boljem ra-
zumijevanju u raspravama i razmatranjima o vjestinama 21. stolje¢a. Publikacija PISA 2021 Mathe-
matics: A Broadened Perspective donosi sazetak kljuénih izvjeS¢a i konceptualizacija vjestina 21.
stolje¢a. Nakon pazljive analize tih publikacija, autori sugeriraju da postoje snazni argumenti koji
idu u prilog integraciji specifi¢nih vjestina 21. stolje¢a u odredene discipline. Primjerice, pouavanje
uCenika u Skoli kako iznositi smislene argumente uz odgovarajuce potkrepljenje postat e sve vaz-
nije. Argumenti koji se iznose trebali bi biti matematicki to¢ni, temeljeni na &vrstoj teoriji te dovoljno
snazni da izdrze kritike, a opet, kadgod je moguce, da izbjegavaju pozivanje na autoritete (npr. ‘Tako
piSe na internetu’). To je dio temeljne kompetencije donoSenja samostalnih prosudbi i preuzimanja
odgovornosti za njih (OECD, 2005). U druStvenom kontekstu nije dovoljno biti u pravu, vec treba biti
sposoban i spreman iznositi i braniti argumente. U¢enje matematike, sa svojom jasnoéom konteksta
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i ¢vrstim naglaskom na logi¢no zaklju€ivanje i odgovarajuéu razinu rigoroznosti, savrdena je prilika
za uvjezbavanje i razvijanje sposobnosti za ovu vrstu argumentacije.

124. Sliéno tome, u danasnje vrijeme vazno je opremiti u€enike alatima kojima se mogu sluZiti kako
bi se branili od laZi i zakljusaka koji su naizgled temeljeni na matemati¢kom zakljugivanju. Cesto je
dovoljna samo odredena razina sposobnosti logickog zaklju€ivanja — laz obi¢no skriva odredenu
dozu proturje€ja. Obrac¢anje paznje na moguca proturje€ja moze se lako razvijati u sklopu kvalitetne
nastave matematike.

125. Primjenom logike u pronalazenju presjeka izmedu generickih vjestina 21. stolje¢a i srodnih, ali
predmetno specifiénih vjestina koje su sastavni dio nastave tog predmetnog podrucja identificirano
je sljedecih osam vjestina 21. stolje¢a koje bi trebale biti integrirane u konceptualni okvir istraZivanja
PISA 2022:

» kriticko razmisljanje

» kreativnost

» istrazivanje i propitivanje

* samousmijeravanje, inicijativnost i ustrajnost
» koristenje informacija

» sustavno razmisljanje

* komunikacija

+ refleksija.
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ISPITIVANJE MATEMATICKE PISMENOSTI

126. U ovom odjeljku opisan je pristup koridten u implementaciji razli¢itih elemenata konceptualnog
okvira istrazivanja PISA 2022 opisanih u prethodnim odjeljcima. To obuhvaca strukturu matematicke
komponente PISA istraZivanja, pozeljnu distribuciju bodova prema matemati¢kom zakljucivanju i
procesima rieSavanja problema; distribuciju bodova po sadrzajnim podrucjima; razmatranje raspona
teZine zadataka; strukturu instrumenata; ulogu ispitivanja matematicke pismenosti putem ra¢unala;
dizajn ispitnih pitanja te izvjeéivanje o razinama matemati¢ke pismenosti.

Struktura ispitivanja matemati¢ke pismenosti u istrazivanju PISA 2022

127. U skladu s definicijom matematiCke pismenosti, zadaci koriSteni u svim instrumentima u PISA
istraZivanju smjesteni su u kontekst. Kao &to je vec opisano, zadaci ukljuuju primjenu kljuénih ma-
tematickih koncepata, znanja, razumijevanja i vjestina (matemati¢ko sadrzajno znanje) na razini
primjerenoj petnaestogodisnjim u¢enicima. Struktura i sadrzaj testa trebaju biti uskladeni s konceptu-
alnim okvirom, a vazno je i posti¢i odgovarajuéu ravnotezu u zadacima kako bi se obuhvatile razli¢ite
komponente konceptualnog okvira matemati¢ke pismenosti.

Pozeljna distribucija bodova prema matematickom zakljucivanju i procesima
rjeSavanja problema

128. Matematicki zadaci u istrazivanju PISA 2022 mogu biti klasificirani ili kao matemati¢ko zakljuci-
vanje ili kao jedan od triju matematiCkih procesa vezanih uz rjeSavanje matematickih problema. U
razvoju testa cilj je posti¢i ravnoteZu kojom bi se osigurala podjednaka zastupljenost dvaju procesa
koji se odnose na povezivanje stvarnog i matematickog svijeta (formuliranje i tumacenje/vrednova-
nje) te matematickog zakljucivanja i primjene kod koje ucenici rade na matematicki formuliranom
problemu. lako se matematicko zaklju€ivanje moze promatrati unutar procesa formuliranja, tumace-
nja i primjenjivanja, zadaci ¢e obuhvatiti samo jedno podrudje.

Tablica 1. Priblizna distribucija bodova po podrucjima u istrazivanju PISA 2022

Postotak
bodova u
istrazivanju
PISA 2022
Matematicko o
zakljucivanje oko 25%
Matematic¢ko formuliranje situacija oko 25%
RjeSavanje Primjena matematickih koncepata, oko 25%
matematickih ¢injenica, procedura °
problema T T . .
umacenje, primjenjivanje i o
vrednovanje matematickih rezultata oko 25%
UKUPNO 100

129. Vazno je napomenuti da bi zadaci u svakoj od kategorija procesa trebali obuhvatiti Sirok raspon
teZine i matematicke zahtjevnosti. To je detaljnije opisano u tablici vezanoj uz matematic¢ko zakljuci-
vanje i svaki od procesa rjeSavanja problema.
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Pozeljna distribucija bodova prema sadrzajnim kategorijama

130. Matemati¢ki zadaci u PISA-i odabiru se kako bi odrazavali matemati¢ko sadrzajno znanje ranije
opisano u ovom konceptualnom okviru. Trend zadaci odabrani za istrazivanje PISA 2022 podjedna-
ko ¢e obuhvacati Cetiri sadrZzajne kategorije kao $to je prikazano u Tablici 2. U razvoju testa cilj je
distribuirati zadatke prema sadrzajnim kategorijama na nacin da se osigura $to uravnotezenija dis-
tribucija bodova s obzirom na to da su sva navedena podrucja vazna za konstruktivhe, angazirane i
promisljajuée gradane.

Tablica 2. Priblizna distribucija bodova prema sadrzajnim kategorijama u istrazivanju PISA
2022

Postotak bodova u

Sadrzajna kategorija istrazivanju PISA 2022

Promjena i odnosi oko 25%
Prostor i oblik oko 25%
Koli¢ina oko 25%
Neizvjesnost i podaci oko 25%
UKUPNO 100

131. Vazno je napomenuti da bi zadaci u svakoj od sadrzajnih kategorija trebali obuhvatiti Sirok ras-
pon tezine i matematic¢ke zahtjevnosti.

Tezina zadataka

132. Ispitivanje matemati¢ke pismenosti u istrazivanju PISA 2022 obuhvac¢a zadatke razliCite tezi-
ne koji odgovaraju razli¢itim sposobnostima petnaestogodisnjih u€¢enika. Ono ukljuéuje teze mate-
maticke zadatke za u€enike s naprednijim sposobnostima, kao i zadatke primjerenije u€enicima s
najslabijim sposobnostima. Sa psihometrijskog stajalista, istrazivanje kojim se Zeli ispitati odredena
kohorta najuspjesnije je i najuCinkovitije kad je tezina zadataka uskladena sa sposobnos¢u ispitani-
ka. Nadalje, opisane skale postignu¢a na temelju kojih se izvjeS¢uju PISA rezultati mogu sadrzavati
korisne podatke o svim u€enicima samo ako zadaci na temelju kojih se rade opisi obuhvacaju ¢&itav
raspon sposobnosti.

133. U Tablici 3 opisani su razli€iti postupci koji se o¢ekuju od uéenika prilikom matemati¢kog zaklju-
¢ivanja i procesa rjeSavanja problema. Opisani su postupci koji ¢e se u zadacima traziti od uc¢enika.
Unutar svake od kategorija, odredeni broj zadataka oznacen je zvjezdicama (**) kako bi se naznadili
postupci koji se o€ekuju od u€enika na razinama 1a, 1b i 1c te na razini 2 skale postignuéa. Autori
zadataka trebat ¢e osigurati da bude zastupljen dovoljan broj zadataka na nizim razinama skale po-
stighuéa kako bi u€enici koji se nalaze na tim razinama mogli pokazati $to su sposobni Ciniti.

134. Da bi se dobile korisne informacije o novim najniZim razinama 1b i 1c, vazno je da jezik i kon-
tekst ne utjeCu na matematiku koja se ispituje. Zbog toga je potrebno pazljivo razmotriti i kontekst i
jezik. Medutim, zadaci ipak trebaju biti zanimljivi kako u€enici ne bi odustali od rjeSavanja zadataka
zbog nedostatka interesa.

135. Zadaci na razinama 1b i 1c trebali bi obuhvatiti situacije s kojima se u€enici susre¢u svakodnev-
no, kao Sto su primjerice novac, temperatura, hrana, vrijeme, datumi, tezina, veli€ina i udaljenost. Svi
zadaci trebaju biti konkretni, a ne apstraktni. U zadacima bi fokus trebao biti samo na matematiku.
Razumijevanje konteksta ne bi smjelo utjecati na postignu¢e u zadacima.
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136. Takoder, svi bi zadaci trebali biti Sto jednostavnije formulirani. Re€enice bi trebale biti kratke
i izravne, a slozene reCenice, sloZzene imenice i kondicionalne re€enice trebale bi se izbjegavati.
Vokabular koriSten u zadacima treba biti pazljivo odabran kako bi u€enici jasno razumjeli Sto se od
njih trazi. Uz to, posebna paznja usmijerit ¢e se na izbjegavanje dodatnog oteZavanja zbog prevelike
koli¢ine teksta koji je potrebno Eitati ili konteksta koji je u€enicima nepoznat zbog njihova kulturnog
podrijetla.

U zadacima na razini 1c trebao bi se traZiti samo jedan korak ili operacija. No vazno je napomenuti
da jedan korak ili operacija nisu ograni¢eni na jedan aritmeticki korak. Taj se korak moZe pokazati
kroz odabir odgovora ili oznagavanje odredenih informacija. U mjerenju matematickih sposobnosti
uCenika na razinama 1b i 1c trebalo bi se koristiti i matemati¢ko zakljuCivanje i procesi rieSavanja
problema.

Tablica 3. Oc¢ekivani postupci uéenika za matematic¢ko zakljuéivanje i svaki od procesa
rjeSavanja problema®

Zakljucivanje

** |zvesti jednostavan zakljuc¢ak

** Odabrati odgovarajuce obrazlozZenje

** Objasniti zasto matematicki rezultat ili zaklju¢ak ima ili nema smisla u odredenom kontekstu problema

Prikazati problem na drugadiji nacin, uklju€ujuéi njegovo organiziranje prema matemati¢kim konceptima te
stvaranje odgovarajucih pretpostavki

Koristiti definicije, pravila i formalne sustave uz primjenu algoritama i racunalnog razmisljanja

Objasniti i braniti osnovanost prepoznatog ili osmisljenog prikaza stvarne Zivotne situacije

Objasniti ili braniti osnovanost procesa i procedura ili simulacija koriStenih za dobivanje matematickog rezultata
ili rjeSenja

Prepoznati ograni¢enja modela za rjeSavanje problema

Razumijeti definicije, pravila i formalne sustave te primjenu algoritama i racunalnog razmisljanja

Ponuditi obrazlozenje za prepoznati ili osmisljeni prikaz situacije iz stvarnoga zivota

Ponuditi obrazlozenje za procese i procedure koriStene za dobivanje matemati¢kog rezultata ili rjeSenja

Promisljati o matematic¢kim argumentima objadnjavajuéi i obrazlazuéi matematicki rezultat

KritiCki procjenjivati ograni¢enja modela koristenog u rieSavanju problema

Tumaditi matematicki rezultat u stvarnom zivotnom kontekstu kako bi se objasnilo znacenje rezultata

Objasniti odnose izmedu kontekstualno specifi€nog jezika problema te simboli¢kog i formalnog jezika potrebnog
za njegovo matematicko prikazivanje

Promisljati o matematic¢kim argumentima objadnjavajuéi i obrazlazuéi matematicki rezultat

Promisljati o matematickim rjeSenjima te ponuditi objasnjenja i argumente koji potkrepljuju, pobijaju ili
kvalificiraju matematicko rjeSenje za kontekstualizirani problem

Analizirati sli¢nosti i razlike izmedu racunalnog modela i matemati¢kog problema koji ga modelira

Objasniti na koji nacin funkcionira jednostavan algoritam te pronadci i ispraviti pogreske u algoritmima i programima

Formuliranje Primjena Tumacenje
** Odabrati matematicki opis ili ** |zvrSavati jednostavne racunske **Tumaciti matematicki rezultat
prikaz koji opisuje problem radnje u stvarnom zivotnom kontekstu
** Utvrditi ima li ili nema
** Utvrditi kljuéne varijable u ** Odabrati odgovarajuc¢u matematicki rezultat ili zaklju€ak
modelu strategiju s popisa smisla s obzirom na kontekst
problema

® Tablica 3 temeljena je na prikazu koristenom u prethodnim konceptualnim okvirima kako bi se povezali

matematicki procesi s matemati¢kim sposobnostima. Tablica sadrZi sve primjere i objasnjenja iz tog prikaza.

32



PISA 2022 — KONCEPTUALNI OKVIR MATEMATICKE PISMENOSTI

Formuliranje

Primjena

Tumacenje

** Odabrati prikaz koji odgovara
kontekstu problema

** Primijeniti odredenu
strategiju kako bi se doSlo do
matematickog rieSenja

** Prepoznati ograni¢enja
modela koriStenog u rieSavanju
problema

Citati, dekodirati i razumjeti
tvrdnje, pitanja, zadatke, objekte
ili slike kako bi se stvorio model
situacije

** |zradivati matematicke
prikaze, grafikone, konstrukcije
ili raCunalne kreacije

Koristiti matematicke alate

ili raCunalne simulacije kako

bi se provjerila osnovanost
matematic¢kog rjeSenja, kao i
sve prepreke ili ograni¢enja tog
rieSenja s obzirom na kontekst
problema

Prepoznati matemati¢ku strukturu
(uklju€ujuci pravilnosti, odnose

i uzorke) u problemima ili
situacijama

Razumijeti i koristiti konstrukte
na temelju definicija, pravila i
formalnih sustava ukljuéujuci
primjenu poznatih algoritama

Tumacditi matematicke rezultate u
razli¢itim oblicima s obzirom na
situaciju ili namjenu; usporedivati
ili vrednovati dva ili viSe prikaza
s obzirom na situaciju

Prepoznati i opisati matematicke
aspekte problemske situacije
iz stvarnoga zivota ukljuéujuci
utvrdivanje znacajnih varijabli

Izraditi matematicke prikaze,
grafikone, konstrukcije ili
racunalne kreacije te iScitavati
matematicke informacije iz njih

Koristiti znanje o tome kako
stvarni svijet utje€e na izracune
i rezultate matematickih
postupaka ili modela kako bi se
donijeli kontekstualni zakljuéci o
tome kako bi se rezultati trebali
prilagoditi ili primijeniti

Pojednostaviti ili ras¢laniti
situaciju ili problem kako bi bio
podloZzan za matemati¢ku analizu

Manipulirati brojevima, grafi¢kim
i statistickim podacima i
informacijama, algebarskim
izrazima i jednadZbama te
geometrijskim prikazima

Stvarati i iznositi objasnjenja i
argumente u kontekstu problema

Prepoznati aspekte problema
koji se podudaraju s poznatim
problemima ili matematickim
konceptima, €injenicamaili
procedurama

Artikulirati rieSenje prikazujuci i/
ili sazimajuci te predstavljajuci
matematicke medurezultate

Prepoznati (pokazati,
protumacditi, objasniti) opseg
i ograni¢enja matematikih
koncepata i matematickih
rieSenja

Prevesti problem u standardni
matematicki prikaz ili algoritam

Koristiti matematicke alate
uklju€ujuci tehnologiju, simulacije
i racunalno razmisljanje kako bi
se doslo do to¢nih ili pribliznih
rieSenja

Razumijeti odnos izmedu
konteksta problema i prikaza
matematickog rjesenja;
oslanjati se na to razumijevanje
u interpretaciji rjeSenja i
procjenjivanju izvedivosti te
mogucih ograni¢enja rjeSenja

Koristiti matematicke alate
(odgovarajuce varijable, simbole,
prikaze) kako bi se opisale
matematicke strukture i/ili odnosi
u problemu

Razumijeti, dovoditi u vezu i
koristiti razli¢ite prikaze tijekom
interakcije s problemom

Koristiti matematicke alate i
raCunalne alate za prikazivanje
matematickih odnosa

Mijenjati razliCite prikaze u
procesu pronalazenja rieSenja

Prepoznati ogranicenja i
pojednostavljenja pretpostavki u
matematic¢kom modelu

Koristiti postupak od viSe koraka
koji dovodi do matematikog
rieSenja, zakljucka ili
generalizacije

Oslanjati se na razumijevanje
konteksta u usmjeravanju

ili ubrzavanju procesa
matemati¢kog rjeSavanja
problema, npr. radeci s razinom
to€nosti koja odgovara kontekstu

Uopcavati na temelju rezultata
primjene matematickih postupaka
u procesu pronalazenja rjeSenja
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Ispitivanje matemati¢ke pismenosti putem racunala

138. Glavni naCin na koji ¢e se matemati¢ka pismenost ispitivati u istrazivanju PISA 2022 bit ée test
na raCunalu. Taj je prijelaz i o€ekivan s obzirom na to da su ve¢ i istrazivanja 2015. i 2018. godine
presla na ispitivanje putem raCunala. Da bi se zadrzali trendovi medu ciklusima istraZivanja, testovi
koristeni 2015. i 2018. godine bili su ,radunalno neutralni“ usprkos tome $to se ispitivanje provodilo
na racunalu. Prijelazom na potpuno ispitivanje matemati¢ke pismenosti putem raCunala u istraziva-
nju PISA 2022 otvara se niz novih moguénosti za razvoj testa iz matemati¢ke pismenosti kako bi s
jedne strane bio bolje uskladen s promjenjivom prirodom matematike u danasnjem svijetu, a s druge
strane omogucavao pracenje trendova u odnosu na prethodne cikluse istrazivanja. Nove mogucnosti
uklju€uju nove formate zadataka (npr. ,povuci i spusti“), prikazivanje podataka iz stvarnoga Zivota
(kao Sto su veliki skupovi podataka koje je moguée sortirati), stvaranje matemati¢kih modela ili si-
mulacija koje u¢enici mogu prouc¢avati mijenjajuéi vrijednosti varijabli te prilagodavanje krivulje i kori-
Stenje krivulje najboljeg uklapanja u predvidanju. Osim Sireg opsega tipova zadataka i matematickih
mogucénosti, ispitivanje putem racunala pruza moguénost i adaptivnog ispitivanja.

139. Adaptivno ispitivanje u sklopu ispitivanja matematiCke pismenosti, koje je ve¢ ranije koridteno u
PISA-inom ispitivanju Citalacke pismenosti, omogucéava bolje opisivanje sposobnosti uenika koji se
nalaze na oba kraja raspona postignuca. Individualizirane kombinacije ispitnih cjelina rastuce tezine
koje se ucenicima prikazuju na temelju njihovih odgovora i bodova koje su ostvarili u pocetnim ispit-
nim cjelinama omogucuje prikupljanje detaljnijih informacija o karakteristikama postignu¢a ucenika
na oba kraja skale postignuéa.

140. PoboljSanja koja nudi ratunalna tehnologija dovode do razvoja zadataka koji su uenicima za-
nimljiviji, vizualno privlaéniji i lak8i za razumijevanje. Na primjer, u€enicima moZze biti predstavljen
polazni sadrzaj u pokretu, prikazi trodimenzionalnih objekata koje je moguce rotirati ili fleksibilniji
pristup relevantnim informacijama. Svrha novih formata zadataka poput zadataka u kojima ucenici
trebaju ,povudi i spustiti“ podatke ili koristiti ,vru¢e toCke" jest zainteresirati u€enike, dopustiti iri ras-
pon tipova odgovora te dobiti potpuniju sliku matemati¢ke pismenosti. Jedan od glavnih izazova jest
osigurati da se takvim zadacima i dalje ispituje matemati¢ku pismenost te da utjecaj dimenzija koje
nisu relevantne za ovu domenu budu svedena na minimum.

141. Istrazivanja pokazuju da se zbog prisutnosti elektroni¢ne tehnologije na radnom mjestu po-
vecavaju potrebe za matemati¢kim vjestinama te da dolazi do medusobnog stapanja matematicke
pismenost i uporabe radunala (Hoyles i sur., 2002). Za zaposlenike na svim razinama zaposlenja
sada postoji meduovisnost izmedu matemati¢ke pismenosti i koristenja raCunalne tehnologije. Jedan
od glavnih izazova jest razlikovati matemati¢ku zahtjevnost u PISA-inim zadacima na ra¢unalu od
zahtjevnosti koja nije povezana s matematic¢kim sposobnostima poput vjestina u podrucju informa-
cijsko-komunikacijske tehnologije (IKT) te formata prikazivanja. RjeSavanjem zadataka na raCunalu
umjesto na papiru PISA se okrece ka stvarnosti i zahtjevima 21. stoljeca.

142. Zadaci koji se ¢ine prikladnima za ispitivanje putem ra¢unala i promjenjiva priroda matematicke
pismenosti ukljuéuju:
» simulacije u kojima je postavljen matematicki model, a u€¢enici mogu mijenjati vrijednosti vari-
jabli u svrhu istraZivanja u€inka varijabli kako bi do3li do ,,optimalnog rjeSenja“
» prilagodavanje krivulje (odabirom krivulje iz ponudenog ograni¢enog skupa krivulji) skupu po-
dataka ili geometrijskom prikazu kako bi se utvrdila ,najbolja krivulja“ te koristenje dobivene

najbolje krivulje kako bi se ponudio odgovor na pitanje o situaciji

» situacije budzetiranja (npr. internetska trgovina) u kojima ucéenik treba odabrati kombinacije
proizvoda kako bi postigao niz ciljeva unutar zadanog prora¢una
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» simulacije kupnje u kojima uc€enik odabire jednu od vi$e razli€itih mogucnosti otplate kredita
kako bi kupio neki proizvod na kredit u skladu s proraunom. Svrha problema jest razumjeti
kako varijable medusobno djeluju jedna na drugu.

» problemi koji uklju€uju vizualno kodiranje kako bi se postigao zadani slijed radnji.

143. Bez obzira na (gore opisane) mogucénosti koje pruza ispitivanje putem racunala, vazno je da
ispitivanje matematicke pismenosti putem racunala ostane fokusirano na matemati¢ku pismenost i
da se fokus ne pomakne na ispitivanje IKT vjestina. Jednako tako, vazno je da simulacije i ostala
navedena pitanja ne postanu predominantni i ne dovedu do gubitka matemati¢kog zakljucivanja i
procesa rieSavanja problema.

144. Ispitivanje matematiCke pismenosti putem racunala treba zadrzati i neka obiljezja tiskanih te-
stova, primjerice moguénost vrac¢anja na zadatke koje su u€enici ve¢ pokusali rijesiti — iako ¢e u kon-
tekstu adaptivnog ispitivanja vracanje trebati biti ograni¢eno na ispitnu cjelinu koju u€enik trenutno
rieSava.

Dizajn matematic¢kih zadataka u istrazivanju PISA 2022

145. U ispitivanju matemati¢ke pismenosti u istrazivanju PISA 2022 koriste se tri tipa zadataka: za-
daci otvorenog tipa, zadatci s kratkim odgovorom te zadaci odabira odgovora (visestrukog izbora).

» Zadaci otvorenog tipa traze od uCenika nesto dulji pisani odgovor. Takvi zadaci od ucenika
mogu takoder traziti da pokaze postupak izraunavanja ili objasni kako je doSao do odgovora.
Odgovore u¢enika na takve zadatke trebaju ruéno bodovati struénjaci. Da bi se olakSalo adap-
tivno ispitivanje, potrebno je maksimalno smanijiti broj zadataka u kojima odgovore u€enika
trebaju bodovati osposobljeni stru¢njaci.

» Zadaci s kratkim odgovorom pruzaju strukturiranije okruZenje za predstavljanje rjeSenja pro-
blema i nude odgovore ucenika za koje se moZze lako procijeniti jesu li to€ni ili netocni. Odgo-
vori u€enika na zadatke ovakvog tipa ¢esto se mogu automatski bodovati. NajéeSc¢e koristeni
zadaci s kratkim odgovorom su zadaci u kojima se treba upisati samo jedan broj.

» Zadaci odabira odgovora zahtijevaju odabir jednog ili vise odgovora iz skupine ponudenih od-
govora. U takvim se zadacima odgovori obiéno mogu automatski bodovati. U razvoju testova
koristi se otprilike podjednak broj svakih od navedenih tipova zadataka.

146. PISA-in test matematic¢ke pismenosti sastoji se od ispitnih ¢jelina koje sadrze pisane polazne
tekstove ili druge informacije poput tablica, prikaza, grafikona ili dijagrama, iza kojih slijedi jedan ili
viSe zadataka povezanih s tim zajednickim polaznim sadrzajima. Takav format omoguéuje u¢enicima
da se bolje udube u kontekst ili problem prilikom odgovaranja na niz medusobno povezanih zada-
taka.

147. Zadaci odabrani za koristenje u PISA istrazivanju razliCite su tezine kako bi se obuhvatio Sirok
raspon sposobnosti u€enika koji sudjeluju u istraZivanju. Uz to, testom su Sto je vise moguée obu-
hvaéene sve glavne kategorije (kategorije sadrZaja, procesi matematiCkog zakljucivanja i procesi
rieSavanja problema te razliCite kategorije konteksta i vjestina 21. stolje¢a) sa Sirokim rasponom
teZine zadataka. TeZina zadataka utvrduje se kao jedno od mjernih svojstava u probnom ispitivanju
prije odabira zadataka za glavno PISA istrazivanje. Odabir zadataka za PISA-in test u glavhom
istrazivanju radi se na temelju njihove prikladnosti s obzirom na kategorije iz konceptualnog okvira i
njihova mjerna svojstva.

148. Takoder, u razvoju i odabiru zadataka vrlo se paZljivo razmatra i koli¢ina sadrZaja koju je potre-
bno proéitati za uspjeSno rijeSavanje zadataka. U razvoju zadataka cilj je koristiti $to jednostavnije i
izravnije formulacije. Posebno se pazi na to da se u zadacima izbjegnu konteksti koji bi stvorili kultur-
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ne predrasude, zbog Cega sve odabrane zadatke procjenjuju zemlje sudionice. Prevodenje zadataka
na velik broj jezika radi se pazljivo, uz ponovno prevodenje prevedenih sadrzaja natrag na izvorni
jezik i druge protokole.

149. PISA 2022 koristit ¢e alat uz pomo¢ kojega ¢e u€enici moci upisivati svoje odgovore i prikazivati
postupke izraunavanja, kao §to matematic¢ka pismenost i zahtijeva. UCenici ¢e moc¢i unositi tekst
i brojeve uz pomo¢ alata za uredivanje. Klikom na odgovaraju¢e gumbe ucenici ¢e moc¢i unositi ra-
zlomke, korijene ili eksponente. Bit ¢e dostupni i drugi simboli poput 1T i simbola za ve¢e/manje, kao
i simboli za mnozenije i dijeljenje. Primjer alata za uredivanje prikazan je u donjem Prikazu 3.

Prikaz 3. Primjer alata za uredivanje u istrazivanju PISA 2022

Show your calculations |

x |

[F (31 (2] (=] (<] (3] [ (=]

150. Ocekuje se da ¢e paket alata dostupnih u¢enicima ukljucivati i osnovni znanstveni kalkulator koji
¢e sadrzavati operatore zbrajanja, oduzimanja, mnoZzenja i dijeljenja te kvadratni korijen, pi, zagrade,
eksponent, kvadrat, razlomke (y/x), inverzne funkcije (1/x), a kalkulator ¢e biti programiran da slijedi
standardni redoslijed racunskih operacija.

151. UCenici koji rijeSavaju test na papiru moci ¢e koristiti ru¢ni kalkulator kakav koriste petnaestogo-
diSnji u€enici u Skolama.

Bodovanje zadataka

152. lako se vecina zadataka boduje dihotomno (odnosno odgovori ili dobivaju bodove ili ih ne do-
bivaju), u zadacima otvorenog tipa ponekad se dodjeljuje i djelomic¢an broj bodova, §to omoguéuje
dodjeljivanje bodova prema razli€itim stupnjevima ,to¢nosti“ odgovora ili stupnju do kojeg je u€enik
pokus$ao ili nije pokusao rijesiti zadatak. Ocekuje se da ¢e djelomi¢no bodovanje biti potrebno u
zadacima matemati¢kog zaklju€ivanja koiji rijetko uklju€uju navodenje samo jednog broja, a ¢eSée
odgovore s jednim ili viSe elemenata.

IzvjeS¢ivanje o postignu¢ima u matematici

153. Rezultati ispitivanja matemati¢ke pismenosti u PISA-i izvjeS¢uju se na viSe nacina. Za svaku
zemlju sudionicu dobiva se procjena ukupnog postignu¢a u matematici uzorkovanih uéenika te se
definira odredeni broj razina postignuc¢a. Daju se i opisi razina postignu¢a za u¢enike na svakoj od
razina. Za potrebe istrazivanja PISA 2022 ukupna skala postignu¢a u matematici sa Sest razina ko-
ristena u prethodnim PISA ciklusima proSirit ée se na sljede¢i nadin: razina 1 postat ¢e razina 1a, a
tablica s opisima razina postignuca bit ¢e proSirena kako bi ukljucivala i razinu 1b i razinu 1c. Ove su
nove razine dodane kako bi se omogucéila ve¢a granularnost u izvjeScivanju o sposobnosti uenika
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koji se nalaze na donjem kraju skale postignucéa. Tablica 4. prikazuje sazeti opis osam razina mate-
matic¢ke pismenosti u istraZivanju PISA 2022.

Tablica 4. Sazeti opisi razina postignué¢a u matemati¢koj pismenosti

Razina Sto ugenici obi&no mogu uginiti:

Na razini 6 uenici mogu raditi s apstraktnim problemima te pokazati kreativnost i fleksibilno razmi$ljanje
u pronalasku rjeSenja. Primjerice, mogu prepoznati kada se neki postupak koji nije naveden u zadatku
mozZe primijeniti u nestandardnom kontekstu ili kada je u obrazloZenju nuzno pokazati dublje razumijevanje
matemati¢kog koncepta nuzno. Mogu povezati razli€ite izvore informacija i prikaze te se ucinkovito koristiti
simulacijama ili proracunskim tablicama kao dio njihovog rjeSenja. Imaju sposobnost kritickog razmisljanja
te dobrog vladanja simboli¢kim i formalnim matemati¢kim operacijama i odnosima kojima se koriste za jasno
iznoSenje vlastitog razmisljanja. Sposobni su promi$ljati o primjerenosti svojih postupaka s obzirom na rieSenje
i izvornu situaciju.

Na razini 5 ucenici posjeduju sposobnost razvijanja modela i rada s modelima za kompleksne situacije
prepoznajudi ili uvodeéi ogranienja te stvarajuéi pretpostavke. Mogu primijeniti sustavne, dobro planirane
strategije rjeSavanja problema prilikom rjeSavanja izazovnijih zadataka poput odluc¢ivanja o tome kako provesti

5 eksperiment, osmisliti optimalni postupak ili raditi s kompleksnijim vizualizacijama koje nisu navedene u
zadatku. Uc€enici pokazuju vecu sposobnost rieSavanja problema Cija rieSenja €esto zahtijevaju primjenu
matematickog znanja koje nije eksplicitno navedeno u zadatku. U€enici na ovoj razini promi$ljaju o svom radu
i razmatraju matematicke rezultate s obzirom na stvarni Zivotni kontekst.

Na razini 4 u€enici uspjedno rade s eksplicithim modelima za kompleksne konkretne situacije koji ponekad
uklju€uju dvije varijable te pokazuju sposobnost rada s nedefiniranim modelima koje izvode sluzeéi se
sofisticiranijim na¢inom ra¢unalnog razmisljanja. U€enici na ovoj razini pocinju primjenjivati neke aspekte

4 kriti€kog miSljenja poput procjene logi¢nosti rezultata na temelju kvalitativnih prosudbi kada nisu moguci
izrauni na temelju navedenih informacija. Sposobni su odabrati i integrirati razliCite prikaze informacija, (i
simbolicke i graficke) izravno ih povezujuéi s aspektima stvarnih zivotnih situacija. Sposobni su ponuditi i
iznositi objasSnjenja i argumente na temelju svojih tumacdenja, zaklju€aka i metodologije.

Na razini 3 u€enici su sposobni osmisliti strategije rijeSavanja problema, uklju€ujuéi strategije koje zahtijevaju
sekvencijalno donoSenje odluka ili fleksibilnost u razumijevanju poznatih koncepata. Na ovoj razini u€enici
pocinju primjenjivati viestine raunalnog razmisljanja za razvoj viastite strategije dolazenja do rjeSenja. U stanju
su rijesiti zadatke koji zahtijevaju izvodenje nekoliko razliitih rutinskih izrauna koji nisu svi jasno definirani

3 u opisu problemske situacije. Sposobni su upotrebljavati prostornu vizualizaciju kao dio strategije rijeSavanja
zadatka ili odlugiti kako se koristiti simulacijom za prikupljanje podataka. U&enici na ovoj razini mogu tumagiti i
koristiti prikaze temeljene na razli€itim izvorima informacija i izravno iz njih izvoditi zakljucke, uklju€ujuci uvjetno
odlucivanje uporabom dvosmjerne tablice. Obiéno pokazuju odredenu sposobnost koriStenja postotaka,
razlomaka i decimalnih brojeva te rada s proporcionalnim odnosima.

Na razini 2 u€enici mogu prepoznati situacije u kojima trebaju primijeniti jednostavne strategije rjeSavanje
problema ukljuujuci pokretanje jednostavnih simulacija s jednom varijablom. Sposobni su izvuéi relevantne
informacije iz jednog ili viSe izvora koji upotrebljavaju malo slozenije nacine prikazivanja poput dvosmjernih
tablica, grafikona ili dvodimenzionalnih prikaza trodimenzionalnih objekata. U€enici na ovoj razini pokazuju
osnovno razumijevanje funkcionalnih odnosa te mogu rijeSiti probleme koji uklju€uju jednostavne omjere.
Sposobni su doslovno tumacditi rezultate.
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Razina Sto udenici obiéno mogu uginiti:

Na razini 1a ucenici su sposobni odgovoriti na pitanja koja ukljuCuju jednostavne kontekste u kojima su
prisutne sve potrebne informacije, a pitanja su jasno definirana. Informacije mogu biti prikazane u razli¢itim
jednostavnim formatima, a u€enici ponekad moraju raditi s dva izvora istovremeno kako bi izvukli relevantne
informacije. Sposobni su provoditi jednostavne, rutinske postupke prema izravnim uputama u eksplicitnim
situacijama, koje ponekad mogu zahtijevati viestruko ponavljanje rutinskog postupka u rjeSavanju problema.
Sposobni su izvoditi o€ite radnje ili radnje koje zahtijevaju minimalnu sintezu informacija, no radnje moraju

1a

proizlaziti iz navedenih uputa. U&enici na ovoj razini mogu koristiti osnovne algoritme, formule, procedure ili
konvencije za rjeSavanje problema koji ¢esto uklju€uju cijele brojeve.

Na razini 1b u€enici su sposobni odgovoriti na pitanja koja ukljuuju lako razumljive kontekste u kojima su
sve potrebne informacije jasno navedene u jednostavnom prikazu (tj. tabli¢no ili grafi¢ki) te prema potrebi

1b prepoznati kada su neke informacije nepotrebne te se mogu zanemariti s obzirom na konkretno postavljeno
pitanje. Sposobni izvoditi jednostavne izracune s cijelim brojevima prema jasno propisanim uputama koje su
definirane u kratkom i sintakticki jednostavnom tekstu.

Na razini 1c uCenici su sposobni odgovoriti na pitanja koja uklju€uju lako razumljive kontekste u kojima su
1 sve potrebne informacije jasno navedene u jednostavnom i poznatom formatu (npr. manja tablica ili slika) i
c

definirane u vrlo kratkom i sintaktiCki jednostavnom tekstu. Sposobni su slijediti jasnu uputu koja opisuje jedan

korak ili operaciju.

154. Osim ukupne skale postignu¢a u matematici, nakon probnog istrazivanja bit ¢e razvijene i do-
datne skale postignuc¢a koje ¢e biti koriStene u izvjeSéivanju. Ove dodatne skale odnose se na ma-
tematiCko zaklju€ivanje i tri procesa rjeSavanja matematickih problema: matematicko formuliranje
situacija; primjena matematickih koncepata, Cinjenica i procedura; te tumacdenje, primjenjivanje i
vrednovanje matematickih rjeSenja.

Matemati¢ka pismenost i popratni upitnici

155. Jo$ od prvog ciklusa istrazivanja, PISA-ini kontekstualni upitnici za ucenike i Skole koristeni su u
dvije medusobno povezane svrhe koje doprinose Sirem cilju vrednovanja obrazovnih sustava: prvo,
upitnici nude kontekst kroz koji se mogu tumaciti PISA rezultati i unutar obrazovnih sustava i izmedu
njih. Drugo, cilj upitnika jest dobiti pouzdane i valjane mjere dodatnih obrazovnih pokazatelja na
temelju kojih je moguée donositi informirane odluke u oblikovanju obrazovnih politika i istrazivanja.

156. S obzirom na to da je matemati¢ka pismenost glavno ispitno podrucje u istraZivanju PISA 2022,
popratnim upitnicima ne bi se trebali samo prikupljati podaci o trendovima za konstrukte koji se
nastavljaju ispitivati, ve¢ i dodatno prikupljati detaljnije informacije o inovacijama u konceptualnom
okviru matemati¢ke pismenosti u istrazivanju PISA 2022. Konkretno, oekuje se da ¢e matematicka
pismenost biti u glavnom fokusu analiza predmetno-specifi¢nih kontekstualnih konstrukata, kao i ra-
zli¢itih kategorija s politickim fokusom, od varijabli na individualnoj razini poput demografskih podata-
ka i socijalnih i emocionalnih karatkteristika do $kolskih praksi, politika i infrastrukture (OECD, 2018).

157. Kao potencijalno zanimljiv dodatak ispitivanju matemati¢ke pismenosti u istraZivanju PISA 2022
identificirana su dva Siroka aspekta stavova prema matematici koji uenike poti€u na produktivni
angazman u matematici: interes u€enika za matematiku te njihova spremnost na koriStenje matema-
tike. OCekuje se da Ce ova dva aspekta biti fokus upitnika u istraZivanju 2022. godine.

158. Interes za matematiku obuhvaca komponente vezane uz sadasnju i buducu aktivnost. Rele-
vantna pitanja odnose se na interes uCenika za matematiku u $koli, na to smatraju li je korisnom i u
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stvarnom Zivotu, kao i na njihovu namjeru da nastave studirati matematiku i opredijele se za zani-
manja temeljena na matematici. Ovo je podrucje od velike vaznosti za medunarodni kontekst jer se
mnoge zemlje sudionice suoCavaju s padom postotka ucenika koji se opredjeljuju za buduée studije
vezane uz matematiku, a potrebe za diplomiranim struénjacima u tim podrucjima istovremeno rastu.

159. Spremnost u€enika na koriStenje matematike odnosi se na stavove, emocije i uvjerenja o sebi
koji u€enicima omogucuju da se sluze ili ih spreCavaju da se sluze svojom matematiCkom pisme-
noS¢u. U€enici koji uzivaju u matemati¢kim aktivnostima i osjecaju samopouzdanje prilikom takvih
aktivnosti ¢esée Ce koristiti matematiku u promisljanju o situacijama s kojima se susrecu u razli€itim
aspektima svoga Zivota u 3koli i izvan nje. Konstrukti relevantni za ovo podrudje u PISA istraZivanju
obuhvacaju osjecaj uzitka, samopouzdanja i (nedostatka) matematic¢ke anksioznosti te uvjerenja ve-
zana uz samopoimanje i samoucinkovitost. Analiza uspjeha mladih Australaca nakon loSeg rezultata
koji su ostvarili u PISA-i u dobi od petnaest godina pokazala je ,da oni koji prepoznaju vrijednost ma-
tematike za njihov buduci uspjeh imaju vecu vjerojatnost da ¢e ga i postic¢i, a to ukljuuje osjeéaj za-
dovoljstva u mnogim aspektima osobnog Zivota, kao i njihovu buduénost i karijeru® (Hillman i Thom-
son, 2010, str. 31). Ova studija ukazuje na to da usmjerenost na prakticnu primjenu matematike u
svakodnevnom Zivotu moze pomoci u poboljdanju perspektiva za u€enike sa slabijim postignuéima.

160. Inovacije vidljive u matematickom konceptualnom okviru u istraZivanju PISA 2022 upucuju na
najmanje Cetiri podrucja za koja bi se popratnim upitnicima mogli prikupiti bogati podaci: matematic-
ko zakljucivanje; racunalno razmisljanje i uloga tehnologije u koristenju i pou¢avanju matematike;
Cetiri glavna sadrzajna podrucja; te vjestine 21. stolje¢a u kontekstu matematike.

Matematicko zaklju€ivanje

161. Matematicki konceptualni okvir u istraZivanju PISA 2022 u prvi plan stavlja matematicko za-
klju€ivanje temeljeno na kljuénom razumijevanju koje se razvija kroz Skolsku matematiku (razumi-
jevanje koli€ine, brojevnih sustava i njihovih algebarskih svojstava; prepoznavanje moci apstrakcije
i simboli¢kog prikazivanja; uotavanje matemati¢kih struktura i njihovih pravilnosti; prepoznavanje
funkcionalnih odnosa izmedu koli€ina; koriStenje matematickog modeliranja kao pogleda na stvarni
svijet; te razumijevanje varijacija kao sredista statistike).

162. Naglasak na zaklju€ivanju ima implikacije za popratne upitnike koji bi trebali osigurati mjere za
razumijevanje prilika koje u€enici imaju za u¢enje matemati¢kog zaklju€ivanja i primjenu kljuénog ra-
zumijevanja koje se razvija kroz Skolsku matematiku. Konkretno, upitnici bi trebali utvrditi, na primjer,
koliko €esto ucenici:

+ identificiraju, prepoznaju, organiziraju, povezuju i prikazuju;

» konstruiraju, apstrahiraju, vrednuju, zaklju€uju, opravdavaju, objasnjavaju i brane te

» tumace, prosuduju, kritiziraju, osporavaju i kvalificiraju.

163. Osim utvrdivanja uCestalosti prilika za (u€enje) zakljucivanje, upitnicima bi se trebalo istraziti i u
kojim su oblicima takve prilike dostupne (verbalnim ili pisanim).

164. Konac¢no, vezano za zaklju€ivanje, upitnicima bi se trebale prikupljati informacije i o spremnosti
u€enika da budu ustrajni u zadacima koji uklju€uju zaklju€ivanje.

165. Kad je rije€ o nastavnicima i pou€avanju, postoji potreba za boljim razumijevanjem nacdina na
koji nastavnici vide ulogu zaklju€ivanja u matematici opéenito, a posebno u svom poucavanju i vred-
novanju.
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Racunalno razmisljanje

166. Aspekti raCunalnog razmisljanja €ine dimenziju matematike i matematiCke pismenosti koja se
brzo razvija i raste. Konceptualni okvir matematicke pismenosti u istrazivanju PISA 2022 opisuje
nacin na koji raéunalno razmi$ljanje Cini dio matematike i utjeCe na koristenje matematike. Modulima
vrijednosti i uvjerenja o ucenju i otvorenosti uma u popratnim upitnicima mogu se istraZiti iskustva
uc€enika o ulozi raunalnog razmisljanja u koristenju matematike.

167. Konceptualni okvir matemati¢ke pismenosti u istrazivanju PISA 2022 usmijeren je na razli¢ite
nacine na koje tehnologija mijenja svijet u kojem Zivimo i znadenje matematike. Kljuéna pitanja za
popratne upitnike odnose se na razvoj dubokog razumijevanja prvo o tome kako se mijenjaju isku-
stva u€enika s matematikom i u koristenju matematike (ako se uopée mijenjaju) i drugo, o tome kako
se mijenjaju pedagoski pristupi u pouc¢avanju zbog utjecaja tehnologije na koristenje matematike i
matematickih artefakata te na to $to sve podrazumijeva koristenje matematike. Sto se ti¢e uéenika,
postoji interes da se stekne bolji uvid u to kako tehnologija utje¢e na postignu¢e ucenika, sto bi se
moglo istraziti putem modula izvr§avanja zadataka u konceptualnom okviru upitnika. Pedago3ki pri-
stupi mogli bi se istraziti putem modula vrijeme ucenja i kurikul te nastavna praksa.

168. Naglasak na raCunalnom razmi$ljanju i ulozi tehnologije u koristenju i pou€avanju matematike
ima implikacije za popratne upitnike koji bi trebali osigurati mjere za bolje razumijevanje prilika koju
ucenici imaju za ucenje u tom pogledu. Konkretno, upitnicima bi se trebala utvrditi u€¢estalost kojom
ucenici, primjerice:

+ dizajniraju ili koriste raunalne simulacije ili modele

» kodiraju ili programiraju u nastavi matematike i izvan nje

» su izloZeni racunalnim matematicki sustavima (CSM) (uklju€ujuéi softveru dinamiéne geome-
trije, proracunskim tablicama, softveru za programiranje (npr. Logo i Scratch), grafickim kalku-
latorima, igrama itd.).

Cetiri kljuéna sadrzajna podruéja

169. Prepoznajuc¢i promjenjivu prirodu svijeta konceptualni okvir matemati¢ke pismenosti u istra-
zivanju PISA 2022 ukazuje na to da posebnu paznju u sadrzajnom okviru dobivaju sljedec¢a Cetiri
sadrzajna podrucja: fenomen rasta (unutar kategorije ,promjena i odnosi“); geometrijska aproksima-
cija (unutar kategorije ,prostor i oblik); raCunalne simulacije (unutar kategorije ,koli¢ina“); te uvjetno
odlucivanje (unutar kategorije ,neizvijesnost i podaci®). Naglasak na ovim podrucjima ima implikacije
za popratne upitnike koji bi trebali pruZziti mjere za bolje razumijevanje prilika koje u€enici imaju za
ucenje u tom pogledu. Konkretno, upitnicima bi se trebala utvrditi u€estalost kojom su u&enici izloZe-
ni takvim sadrzajima kao i razliciti oblici takvih prilika.

Vjestine 21. stolje¢a u kontekstu matematike

170. Konceptualni okvir matematic¢ke pismenosti u istrazivanju PISA 2022 uklju€uje odredeni skup
vjestina 21. stoljeca i kao ishode i kao fokus matematike. Popratnim upitnicima moglo bi se istrazi-
vati doprinosi li matematika razvoju tih vjestina te je li na njih stavljen naglasak u nastavnoj praksi.
Konkretno, modulom vrijeme ucenja i kurikul moglo bi se istraziti jesu li takve vjeStine obuhvacéene
propisanim kurikulom.

171. Rezultati istrazivanja PISA 2022 pruzit ¢e vazne informacije za donositelje obrazovnih politi-
ka u zemaljama sudionicama o ishodima ucenja vezanim uz postignuéa i stavove. Povezivanjem
podataka iz ispitivanja matematicke pismenosti i podataka iz istrazivanja o stavovima, emocijama i
uvjerenjima koji potiCu uenike na koridtenje matematiCke pismenosti, kao i o utjecaju Cetiriju gore
opisanih aspekata, dobit ¢e se potpunija slika.
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SAZETAK

172. Konceptualni okvir matemati¢ke pismenosti u istrazivanju PISA 2022 uskladen je s prethodnim
konceptualnim okvirima, no prepoznaje da se svijet neprestano mijenja, a s tim i potreba da mate-
maticki pismeni gradani budu sposobni matematicki zaklju€ivati, a ne samo rutinski reproducirati
matematicke postupke.

173. U podrucju matematic¢ke pismenosti cilj PISA-e jest razviti pokazatelje koji ukazuju na to koliko
ucinkovito zemlje pripremaju ucenike za koriStenje matematike u svakodnevnim aspektima njihova
privatnog, gradanskog i profesionalnoga zivota kao konstruktivni, angazirani i promisljajuci gradani
21. stolje¢a. U tu svrhu PISA je razvila definiciju matemati¢ke pismenosti i konceptualni okvir koji
odrazava vazne komponente ove definicije.

174. MatematiCki zadaci odabrani za istrazivanje PISA 2022, temeljeni na navedenoj definiciji i kon-
ceptualnom okviru, trebali bi odraZavati ravnoteZzu izmedu matemati¢kog zakljucivanja, procesa rje-
Savanja problema te matematic¢kih sadrZaja i konteksta.

175. Dizajn ispitivanja osigurat ¢e valjano mjerenje sposobnosti za &itav raspon postignu¢a prosi-
rivanjem skale postignu¢a za dvije razine ispod najnize razine na dosadasnjoj PISA-inoj skali, uz
istovremeno zadrZavanje kvalitete i sadrZaja ispitivanja.

176. Ispitivanje matematiCke pismenosti koje ¢e se provoditi na raCunalu od 2022. godine pred-
stavljat ¢e matematicke probleme u razli€itim oblicima zadataka s razli€itim stupnjem integriranih
smjernica i strukture te nizom razli€itih formata zadrzavajuci naglasak na autenti¢nim problemima
koji traZe od u€enika da zaklju€uju i pokazu svoje razmisljanje.
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